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INTRODUCTION. 


Considérons  une  substitution,  ou  opération  quelconque,  S, 
effectuée  sur  certaines  quantités.  Pour  l’étude  approfondie 
de  S,  ou  de  groupes  des  S,  il  sera,  en  général,  très  utile  de 
savoir  décomposer  S en  un  produit  d'opérations  élémentaires  s, 
de  même  nature  que  S,  mais  aussi  simples  que  possible. 

Par  exemple,  si  S est  une  substitution  littérale,  c’est-à-dire 
une  permutation  entre  des  lettres,  les  substitutions  élémentaires 
(voir  le  Traité  classique  de  M.  Jordan)  sont  les  cycles , ou, 
plus  simplement  encore,  les  transpositions  de  deux  lettres. 

C’est  une  pareille  décomposition  que  je  me  propose  de  faire 
sur  la  substitution  S,  linéaire,  réelle  et  orthogonale,  /z-aire, 
c’est-à-dire  effectuée  sur  n variables  homogènes  et  réelles. 

A. 


i 
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Je  n’ai  pu  hésiter  sur  le  choix  des  opérations  élémentaires; 
co  seront  des  inversions,  c’est-à-dire  des  transformations  par 
rayons  vecteurs  réciproques  généralisées.  En  elTet,  S est  isog'o- 
nale,  c’est-à-dire  conserve  les  angles.  Or  (d’après  Liouville  et 
MM.  Darboux,  Poincaré,  Goursat,  etc.)  toute  transformation 
isogonale  d’un  espace  quelconque  est  un  produit  d’inversions. 

Le  présent  Mémoire  contient  la  solution  effective  et  complète 
du  problème  suivant  : 

Décomposer,  en  un  produit  d’ inversions,  la  substitution  S, 
linéaire  n-aire,  réelle  et  orthogonale. 


La  question  est  traitée  comme  se  rattachant  à la  théorie  des 
formes  bilinéaires ; on  fait  usage  tant  du  calcul  symbolique 
que  des  principes  de  Weierstrass  ( E le m enlartheiler,  etc.), 
fondamentaux  dans  la  matière.  Je  m’inspire,  bien  entendu 
aussi,  tant  des  travaux  de  mes  devanciers  (lesquels  sont,  dans 
ce  domaine  et  outre  Weierstrass,  encore  Kroneckcr  ainsi  que 
MM.  Darboux  et  Goursat)  que  de  mes  propres  publications 
antérieures.  On  trouvera  ci-dessous  la  liste  bibliographique  à 
consulter. 

Pour  abréger  le  langage  cl  les  raisonnements,  il  a paru 
commode  d’introduire  aussi  une  certaine  terminologie  géoiné- 
trique,  où  figurent  surtout  des  sphères. 

T, es  n variables  réelles  xh  J i=\,  2,  ...,  n\,  liées  par  la 
relation  Za?2  = i,  sont  les  coordonnées  d’une  sphère  réelle  x 
dans  un  espace  à n --  2 dimensions.  L’invariant  simultané,  vis- 
à-vis  de  toute  substitution  S,  ^xy  de  deux  sphères  x et  y est  le 
cosinus  de  l’angle  des  deux  sphères.  Le  poly sphère  x des 
p sphères  cij,  j y = r , 2,  . . .,  p j,  est  le  système  de  ces  p sphères, 
rangées  dans  l’orclre  naturel  et  croissant  des  indices  j . Le 
polysphère  devient  un  polyreclangle  si  les  sphères  sont  ortho- 
gonales deux  à deux.  Un  réseau  de  rang  q est  le  lieu  des 
ocy_l  sphères,  dont  les  coordonnées  sont  liées  par  n — q rela- 
tions distinctes,  linéaires  et  homogènes,  à coefficients  constants 
et  réels.  Un  polysphère  X,  cV ordre  p,  a le  rang  q,  si  q est  le 
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rang  minimum  des  réseaux  contenant  les  p sphères  de  X,  q = />• 
Je  fais  d’abord  une  étude  détaillée  des  polysphères,  des  poly- 
rectangles  cl  des  réseaux. 

Ensuite  on  introduit  Y inversion.  G est,  par  définition,  une 
substitution  S dont  le  déterminant  est  — r et  l’équation  carac- 
téristique admet  la  racine  simple  — i et  la  racine 

( a — i )-uple  i . 

A chaque  inversion  A se  rattache  une  sphère  inverlantc  a. 
A et  a se  définissent  mutuellement  sans  ambiguité. 

Soient  X un  polyspbère,  cij  ses  p sphères,  A y-  les  p inversions, 
dont  les  cij  sont  les  *p»  îères  invertantes.  Si  une  substitution  S 
est  le  produit 

S — A | A •> . . . A j . . . A p , 

on  dit  que  le  polyspbère  x fournit  S. 

Dès  lors,  on  se  trouve  en  présence  de  deux  problèmes, 
inverses  l’un  de  l’autre,  et  qui  sont  successivement  traités. 

P u orl km k l.  — - X est  donné,  construire  S. 

Problème  II.  — S est  donnée , construire  x. 

Pour  le  problème  1,  j’établis  une  formule  générale,  par 
laquelle  S est  calculable  séance  tenante,  d'une  façon  unique  et 
sans  ambiguïté. 

Dans  le  problème  II,  les  choses  se  passent  moins  simplement. 
La  solution  n’est  plus  unique  et  bien  déterminée.  En  effet,  sans 
changer  la  substitution  S,  fournie  par  un  polyspbère  X,  on 
peut  ajouter  à x les  diverses  sphères  d'un  polyspbère  quel- 
conque C,  fermé,  c’est-à-dire  fournissant  la  substitution  unité. 

Je  donne  les  conditions  nécessaires  el  suffisantes  pour  qu’un 
polyspbère  soit  fermé.  Notamment  l'ordre  p doit  être  pair. 

Une  fois  ions  les  polysphères  fermés  obtenus,  le  problème  II 
se  ramène  à trouver  un  seul  des  polysphères  fournissant  S. 

D ailleurs,  sans  restreindre  la  généralité  ni  sortir  du  réel,  on 
peut  toujours  faire  en  sorte  que  l’ordre  u de  S soit  pair,  n = v.m 
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et  que  l’équation  caractéristique  soit,  | u.  = i,  2,  . . m J, 

[ (p2—  2p  00520^+  [)  = O 

!x 

sans  racines  ± 1.  Alors  un  polysphère  <.1,  fournissant  S est  le 
suivant  : il  y a n = im  sphères  réparties  en  m couples  1^. 
Chaque  sphère  de  1^.  est  orthogonale  à chacune  des  2(772  — 1) 
sphères  des  autres  couples.  Les  deux  sphères  de  font  ensemble 
l’angle  0[X. 

Une  pareille  décomposition  est  dite  normale.  Le  rang  du 
polysphère  X est  précisément  l’ordre  77  = 2/77  de  la  substi- 
tution S. 

Du  reste,  dans  toute  la  théorie,  le  rang  du  polysphère  X et 
le  réseau  sur  lequel  x est  situé  jouent  un  grand  rôle. 

Un  résumé  des  présentes  recherches  a paru  dans  les  Comptes 
rendus  (18  mai  iqo3). 
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Avant  de  passer  à l’analyse  qui  constitue  le  corps  du  Mé- 
moire, je  me  propose,  dans  ce  préambule,  de  faire  trois  choses. 

•Expliquer  en  détail  eL  une  fois  pour  toutes  les  définitions  et 
notations,  auxquelles  je  me  conformerai  rigoureusement  dans 
la  suite. 

Rappeler  brièvement  les  résultats  déjà  connus  sur  lesquels  je 
m’appuierai,  résultats  développés  dans  les  Ouvrages  énumérés 
à la  Bibliographie. 

Résumer  d’avance,  Chapitre  par  Chapitre,  les  questions  suc- 
cessivement traitées.  Ce  sera,  si  l’on  veut,  une  Table  des  ma- 
tières méthodique  et  raisonnée. 

i°  Considérons  le  Tableau  constitué  par  np  lettres 


aji  17  = 1,  2, 

i — 1 > 

2,  . . . , 

sur  p lignes  et  11 

colonnes 

1 «11  «12 

A — ctj  1 ... 

aji  . . . 

anj 

= \aji 

1 u p 1 . . . 

...  ... 

apn 

Supposons  que,  parmi  les  déterminants  fournis  par  les  éléments 
du  Tableau  A,  tous  ceux  à ( q -+-  t)2  éléments  sont  nuis,  un  au 
moins  des  déterminants  à q~  éléments  étant  o.  On  dira  que 
l’entier  q est  le  rang  du  Tableau  (Pascal,  Delerminanlen, 
p.  192).  Le  rang  ne  peut  évidemment  dépasser  le  plus  pelit 
des  entiers  p et  n. 

20  On  aura  quelquefois,  à décomposer  un  Tableau  A en 


(*)  Ou  renverra  à celle  lisle  par  l 'indication  du  ch i lire  romain,  qui  marque 
chaque  O image. 


1 1 II  K 1 . 1 M I X AI  K E S ET  < i É X É KALI  l' K S . 


/ 


Tableaux  partiels  formés  en  prenant  seulement  certaines  lignes 
et  certaines  colonnes.  On  emploiera  alors  les  notations,  comme 
celle  ci-dessous,  qui  se  comprend  de  suite. 


"i 


n 


l ! 

1 


n ~ n\  4-  n \ 4- . . . . 
P — Pi  ■+■  Pi  H-  • • • > 


où  x est  un  Tableau  à p , lignes  et  n{  colonnes, 
I aideau  à p\  lignes  et//'  colonnes,  etc. 


où  a)1>"  est  un 


3°  Si  A désigne  un  Tableau  à 
désignerai  souvent  par  la  notation 


P 


lignes  et  n colonnes,  je 


1 A]y/ 

bêlement  qui  occupe  l’intersection  de  la  yieme  ligne  avec  la  /i‘me 
colonne.  Par  conséquent  (i°), 

C A]yt  — Cljj. 


■ 4"  On  réservera  le  nom  de  matrice  aux  Tableaux  carrés, 

où  p = n.  Une  pareille  matrice  A sera  ra-aire  (primaire,  binaire' 
ternaire,  quaternaire,  quinaire,  etc.)  et  aura  V ordre  n.  Le  dé- 
terminant de  la  matrice  A,  à n-  éléments,  s’écrira  | A |. 

< luire  les  notations  déjà  données  pour  les  Tableaux  on  écrira 
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souvcnl  aussi 


A - 


a 


1 1 


a 


I n 


a 


21 


<7, 


2 II 


an\ 


a 


nu 


pour  une  matrice. 


Une  matrice,  où  lous  les  éléments  situés  sur  la  diagonale  prin- 
cipale sont  égaux  à l’unité,  tandis  que  tous  les  autres  éléments 
sont  nuis,  se  nommera  la  matrice-unité  et  s’écrira  E,  quel  (que 
soit  l'ordre.  S’il  y a,  dans  une  même  formule  et  de  façon 
qu’une  ambiguïté  soit  à craindre , plusieurs  matrices-unité, 
on  mettra  l’ordre  en  indice  : E„,  E„.,  .... 

Il  est  évident  que  tout  Tableau  peut  être  envisagé  comme 
une  matrice  où  plusieurs  lignes,  ou  plusieurs  colonnes,  ne  con- 
tiennent (pic  des  zéros. 

5°  La  matrice  A — [ a Jk  j [y,  k = i , 2,  . . . , n J fournit  immé- 
diatement la  forme  bilinéaii'e  //-aire 

a ( oc,  y ) — A ( Xi , . . . , xn ; j,,  . . . , y„  ) = ^ aJky  y xk. 

On  notera  que  c’est  à la  série  de  variables  (il  y a deux  séries, 
les  a?  et  lesjy)  écrite  la  seconde  dans  A {x,y')  que  correspond 
le  premier  indice  du  coeflicicnt  ajk. 


6°  La  matrice  A fournit  aussi  la  substitution  linéaire  //-aire 
(ou  collinéation,  si|A|^°) 

0 A ( x , r) 


A — 


x, 


0) 


j j 


( )n  posera  souvent 


ccj  y ° j k- x,. 
k 


a j,.x,,  A [./y  ], 


ce  (pii  permet  d’écrire,  pour  la  substitution, 
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ou,  plus  simplement  encore  et  d’une  façon  symbolique, 

A = | a?  A[>]|. 

Pareillement  S = [y,*]  étant  une  matrice  /^-airc,  1 égalité  s\  m- 
bolique 

sl>]  =5 

équivaut  au  système  des  n relations 

\ I 

i j,  k — 1,  2,  . . n \ 

Habituellement  aucune  ambiguïté  n’étant  à craindre  entre 
troisobjets  essentiellement  différents,  je  désignerai  par  la  même 
lettre,  A par  exemple,  soit  une  matrice,  soit  la  forme  bili- 
néaire, soit  la  substitution  que  A fournit. 


8°  Si  A = [ciji\,  \ j — i , . . . , p ; i ±=  i , 2,  . . . , n |,  est  un 
Tableau  à p lignes  et  n colonnes,  le  tableau  A' = [ ] à « 

lignes  et  à p colonnes  se  nommera  le  Tableau  transpose  de  A. 


90  Soient  A = [ a.Jt  j et  B = [ /y,  | deux  Tableaux  à p lignes  et 
n colonnes;  l’égalité  A = U est  l’équivalente  aux  np  égalités 


ajt=  bji- 


io°  Soient  lv  une  quantité  imaginaire  et  k la  conjuguée;  si 
l’on  a un  Tableau  A = [ay/],  j’écrirai 

1 1°  Si  A est  une  matrice,  la  relation 

A'  ~ A exprime  que  A est  symétrique  ; 

A'  — — A exprime  que  A est  alternée; 

A — A exprime  que  A est  réelle. 

La  condition  de  réalité  vaut  aussi  pour  un  Tableau. 


I O 
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12°  Prenonsdcux  matrices  «-aires,  J y,  k,  /-- 

A = \_ajk],  B = [bjk]\ 

la  matrice  «-aire 

C — [Cy'/i]>  Cjk  — ajl  bUn 


I,  2, 


• • j ^ ! j 


sera,  par  définition , le  produit  AB  des  deux  matrices,  dans 
l’ordre  indiqué  des  facteurs.  On  écrira  aussi 


Un  vérilie  de  suite  que 

(AB)'—  IV  A',  (TBj-AB. 


i3°  Les  deux  formes  bilinéaires  A(x , y),  B (a;,  y)  ont  pour 
produit  la  forme  bilinéaire 


<LV(q?,  j)  à\i ( .r,  y) 
J// 


Jx'a^4  ajibuc—  C(a;,  j). 
/.«  ik  i 


Les  règles  de  la  multiplication  symbolique  sont  les  mêmes 
pour  les  matrices  et  pour  les  formes  bilinéaires. 


1 4°  Les  deux  substitutions  A et  B ont  pour  produit,  au  sens 
de  M.  Jordan,  la  substitution  obtenue  en  effectuant,  sur  les  x , 
d'abord  la  substitution  A,  puis  la  substitution  B.  Par  l’eflet 
de  A,  Xj  devient 

A|>y]  =^àaJ[xl] 

i 

par  Pelle  t de  B,  A[  Xj  | devient 

S [ xi  ] — ^ °ji  S b/k  Xk  — S Xk  S aJ>  blk  — B [ oc  j ] = ÀB[>y]. 

i i k ki 

La  conclusion  est  la  même  qu’au  i3°. 


i r 


IMŒJ.IMINAIIU'S  ET  ( ! É N É [«ALITÉS. 

Donc  les  formules  du  calcul  symbolique  fondées  sur  la 
multiplication  symbolique  sont  susceptibles  d'une  triple 
interprétation , en  matrices , en  formes  bilinéaires , en  substi- 
tutions linéaires. 

Il  sera  en  général  indifférent  de  prendre  une  certaine  des 
trois  interprétations  et  inutile  de  la  spécifier.  D’habitude,  dans 
les  démonstrations  et  raisonnements,  le  langage  sera  en  ma- 
trices. 


i5°  Il  est  inutile  de  donner  des  règles  pour  la  multiplication 
des  tableaux  puisque  tout  tableau  est  une  matrice  dans  laquelle 
certaines  lignes  ou  certaines  colonnes  ne  contiennent  que 
des  zéros. 

Si  A et  II  sont  deux  matrices  avec  \ A\f  o,  l’égalité  I3A  = o 
entraîne  11  = o. 

A restant  une  matrice  «-aire  avec  | A | qb  o,  supposons  que  I> 
est  un  tableau  à p lignes  et  n colonnes.  Le  produit  C = 13A 
sera  un  tableau  à p lignes  et  n colonnes 


^ — [ Cj /•  1 ) Cjk 


- V 


bj{0/A 


/ [ ) ^ J • • • i P 1 f 1 b *,—...  5 n . 

L’égalité  C = o ou  les  n p égalités 

<'jk=  V bj,an  — O 


donnent  aussi  bjl  — o ou  1>  = o.  En  effet,  pour  j donné, 
les  n lettres  bjt  sont  liées  par  n relations  linéaires  cl  homogènes, 
distinctes,  puisque  | A | f o,  etc. 


j ()° 


Lue  matrice  «-aire  A sera  dite 


unitaire 

orthogonale 


si  A A'  = IC, 

si  AA'=E. 


On  vérifiera  de  suite  que,  parmi  les  trois  propriétés  réalité, 
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orthogonalité,  unitarité,  que  possède  éventuellement  une 
matrice,  deux  quelconques  entraînent  la  troisième. 

170  Passons  maintenant  à rimportante  notion  de  l 'équiva- 
lence entre  deux  matrices  /z-aires  A el  B. 

A et  B seront  équivalentes  par  définition  s’il  existe  deux 
autres  matrices  /z-aires  L et  M,  avec  | L [ et  j M | -=f  o,  telles  que 

B = MAL. 

Si  M = L-1,  A et  B sont  semblables. 

Si  Al  = L',  A et  B sont  congruentes. 

Vis-à-vis  de  la  similitude,  la  multiplication  est  une  opération 
invariante,  car 

(L->A1L)(L-1A,L)=L-1A,A2L. 

Vis-à-vis  de  la  congruence,  ce  qui  est  invariant  c’est  la  rela- 
tion entre  une  matrice  A et  sa  transposée  A'.  En  ellet 

(L'A  L)'=  L' A'L. 

Dans  le  cas  particulier  où  L est  orthogonale,  L = L-1,  il  y 
aura  à la  fois  congruence  et  similitude. 

Si  l’on  transforme  par  l’orthogonale  L un  groupe  de  matrices, 
dans  le  groupe  transformé  subsisteront  les  relations  nées  de  la 
transposition. 

1 8°  Le  problème  de  l’équivalence  a complètement  été  résolu 
par  Weierstrass  (I).  Je  me  bornerai  à résumer  l’exposé  de 
Frobenius  (111)  dans  la  mesure  utile  à mon  objet. 

W eierstrass  introduit  les  faisceaux  de  matrices 

p A -t-  B et  p G 4-  D 

où  p est  un  paramètre  variable.  Deux  pareils  faisceaux  sont 
équivalents  par  définition,  s’il  existe  deux  matrices  L et  M, 
avec  | L | -=f  o el  | M | o,  telles  que 

C — MAL, 


D = MBL, 
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et,  par  suite,  pour  toute  valeur  de  p, 

PG  + D = M(pA  + B)L. 


i 3 


190  Prenons  le  déterminant  A0  = | p A -t-  13  | , polynôme  de 
degré  11  en  p.  Les  /ciemes  mineurs  de  A0  sont  des  polynômes  de 
degré  n — soit  A/f  leur  plus  grand  commun  diviseur.  Prenons 
une  racine  m-uple  r de  inéquation  A0  — o;  supposons  que  r 
soit  racine  aA-uple  dans  l’équation  Aa=  o,  avec  a0  = /??,  tan- 
dis que  oc,,  a2,  . . aA,  . . .,  a?'_,  sont  positifs  et  a^=  o. 
q = n — q'  sera  le  rang  (i°)  du  déterminant 

] r A -h  B |. 

Les  aA  forment  une  suite  décroissante 

«0  > *1  >...>«*>...>  > O, 

tandis  que  les  entiers  non  négatifs  oA  = ocÂ._,  — y.k  — 1 forment 
une  suite  non  croissante 


De  plus 


N > ^ > ■>  N N \ N 


k = q’ 


2 a*  — 0 = ao  — 


x = i 


ou 


(O) 


m 


2 


0/.- 


Weierstrass  dit  que  les  expressions 

(p  — r )«*-.-«* 

sont  les  Elemenlart/ieiler  afférents  à la  racine  r.  Je  traduirai 
Elenien tarthei  1er  par  successif  (sous  entendant  : facteur  ou 
diviseur).  Je  nommerai  les  différences  «*_,  — «*  exposants 
successifs.  Je  dirai  que  les  successifs  (p  — r )“*-,-«*  font  con- 
naître la  structure  du  faisceau  p A 4-  TL 

\ 
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2o°  L’admirable  théorème  de  Wcierstrass  (')  peut  alors  sc 
formuler  ainsi  : 

Id  identité  de  structure  pour  deux  faisceaux  est  la  condi- 
tion necessaire  et  suffisante  de  leur  équivalence. 

11  suffira  donc  de  s’assurer  que  les  successifs  soûl  les  mêmes 
de  part  et  d’autre. 

Si  l’on  sait  reconnaître*  l’équivalence  des  faisceaux,  on  saura 
évidemment  reconnaître  ( t 8°)  l’équivalence  des  matrices  iso- 
lées. 


2i°  Le  faisceau  pE  — A est  le  faisceau  caractéristique  de 
la  matrice  A.  La  structure  d'une. matrice  A sera,  par  défini- 
tion, la  structure  du  faisceau  caractéristique. 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  de  similitude  entre  deux 
matrices  A et  B est  l’équivalence  des  faisceaux  caractéristiques. 
En  effet  la  relation 

p II  — B = M(pE  — A)L 

don  ne 

E=ML  d'o  ù M=L-‘, 

Donc,  l’identité  de  structure  entre  deux  matrices  est  la 
condition  nécessaire  et  suffisante  de  leur  similitude. 

220  Une  matrice  est  canonique  si  elle  a tous  ses  éléments 
nuis,  excepté  ceux  de  la  diagonale  principale.  Si  une  matrice  A 
est  semblable  à une  canonique  A0,  A est  canonisablc.  Alors 
A = L-1  A0L  et  la  matrice  L est  une  canonisante  de  A. 

J’ai  construit  (2)  (XI)  toutes  les  matrices  canonisables. 

Pour  que  A soit  canonisablc,  il  faut  et  il  suffit  que  les  expo- 
sants successifs  (ip0)  soient  tous  égaux  à l’unité  on  que  les 
successi  fs  soient  simples , c’est-à-dire  tous  les  ok  (ip°)  nuis. 


( 1 ) L’énoncé  du  théorème  est  un  peu  plus  compliqué  quand  [ p A I!  | — o ; 
mais  ce  cas  ne  se  présentera  jamais  dans  mes  recherches. 

(2)  D’après  Wcierstrass. 
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« 

Comme  tous  les  oA  sont  positifs  ou  nuis  par  définition,  on  a, 
en  vertu  de  la  formule  (o)  du  190,  la  proposition  suivante  : 

Pour  la  canonisai) ililé  d' une  matrice  A,  il  faut  et  il  suffit 
que  le  degré  m de  multiplicité  d’ une  racine  r dans  l équa- 
tion caractéristique 

( P ) — I P p — A | — o 


soit  égal  ci  l'excès  q'  de  V ordre  n sur  le  rang  q 
minant 


du  déler- 


| /*K  — A | , c’est-à-dire  ni  — q' — n — q. 


Notamment,  sont  canonisablcs  (XI)  : 

Toutes  les  substitutions  d’ordre  fini; 
Toutes  les  unitaires; 

Toutes  les  orthogonales. 


23°  lvronccker  (II)  a démontré  (pie  si  deux  faisceaux 

pA  + À'  et  çB  + B' 

sont  équivalents,  ils  sont  aussi  congruents.  Autrement  dit,  il 
existe  au  moins  une  matrice  L,  L =£  o,  telle  que 

B = L'AL. 


24°  Passons  maintenant  an  problème  du  changement  de 
variables  dans  les  matrices  ou  les  formes  bilinéaires. 

Soient  la  matrice  n — aire 


P = [/V*]  ;/,  A-  = 1 , 2,  . . /#( 

et  la  forme  bilinéaire 

p (•**>/)  = V/,0,..r,. 

ik 

Posons  avec  les  notations  du  (3°,  A et  B étant  deux  matrices 
OÙ  | A | zf:  O,  | B | zfz  O, 

(0  X — A [ Ç ] , 


l(> 
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Il  viendra  J a,  [1  = r,  2,  ...,//  j, 

P(*l<r)  = P(A[Tb  B [vj] ) 

= fyp  *jp «/.a Sa  rlf4 hj? a*a* 

/Â-a(3  “P  /X 

Mais,  eu  égard  à 120  et  3°, 

2 bjçpjicak*—  [ B' PA  ]pa. 

/* 

Donc 

P 7)  = B' PA  (;,  yi)  = Q(Ê,  ri),  Q = B' PA. 

Soient  P,,  P»,  ....  diverses  matrices;  Q,,  CL,  . . . , ce  qu’elles 
deviennent  par  le  changement  de  variables  (1)  ci-dessus. 

Si  I on  veut  que  la  multiplication  ( voir  aussi  1 70)  soi L un 
invariant,  il  faut  que 

Q,Q2  — B'P,  AB'P2  A = B'P,  P2  A, 

(2)  P,  AB' P,  — P,  P2. 

La  relation  (2)  est  satisfaite  si  B'— A-1,  c’est-à-dire  si  la 
transformation  (1)  est  contra grédie nie.  Cela  est  môme  néces- 
saire si  | P,  | -=f=  o,  | P 2 1 7^  o . 

Si  l’on  veut  (170)  que  le  changement  de  variables  n’altère 
pas  les  relations  nées  de  la  transposition,  on  doit  avoir 

( 3 ) Q'  = ( IV  PA )'  = A'  P'  B = IV  P'  A. 

On  satisfera  à (3)  en  faisant  B = A,  Q = A' PA.  Alors,  la 
transformation  est  cogrédienle;  P et  Q sont  congruentes. 

En  particulier,  les  relations  (2)  et  (3)  sont  toutes  deux  satis- 
faites, si  l’on  pose  dans  (1) 

a?‘=W[S],  r = W[t)], 

W étant  une  orthogonale,  W'  — W~L 

C’est  de  ce  changement  de  variables  que  je  me  servirai  prin- 
cipalemen  t. 

20°  Soient  deux  matrices  P cl  Q = W-1  PW  = W'PW  qui 
ne  diffèrent  que  par  un  pareil  changement  de  variables. 
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Je  dirai  que  P et  Q ont  même  configuration  et  ne  diffèrent 
que  par  l1  orientation,  ou  bien  encore  que  P et  Q sont  projec- 
tives l’une  de  l’autre.  Je  ne  considérerai  pas  P et  Q comme 
essentiellement  distinctes,  mais  comme  identiques  à l orienta- 
tion près. 

2G0  Prenons  n variables  xt  |«—  i,  2,  ...,  n\,  qu’011  peut 
toujours  assimiler  aux  coordonnées  d'une  certaine  figure  X dans 
une  certain  espace  05;  autrement  dit,  la  position  de  X dans  C 
est  connue  dès  qu’on  possède  les  n paramètres  xh  cl  récipro- 
quement. 

Supposons  les  x réels  et  X réelle  par  définition , en  vertu  de 
la  réalité  des  x.  Une  substitution  linéaire  //-aire  et  orthogo- 
nale m,  opérée  sur  les  x,  équivaut  dans  05  à une  certaine  trans- 
formation géométrique  un 

J’ai  démontré  que  le  groupe  réel  et  orthogonal  W des 
//-aires  w est  transitif  (N  II,  Sur  //Hermitien).  Autrement 
dit,  les  transformations  u>  permutent  transitivement  les  X réels 
de  l’espace  05,  le  groupe  1U  des  m est  transitif. 

Soient  et  X'  deux  figures  de  05  constituées  chacune  par 
des  X en  nombre  fini  ou  infini.  S’il  existe  au  moins  une  trans- 
formation ui  (ou  <r)  qui  change  X en  A-',  je  dirai,  comme  au  20°, 
que  : 

A.  et  A-  ont  même  configuration , sont  projectives  l’une  de 
l’autre,  sont  identiques  à /’ orientation  près , peuvent  être  pro- 
jectivement  amenées  l’une  sur  l’autre,  etc. 

270  Soit  une  matrice  //-aire  S,  dont  Y équation  caractéris- 
tique 1 ) 

ao(p)  = ®(p)  — IpE  — Sj  = O 

possède  cr  racines  distinctes  «/,  js  = i,  2,  ...,  7 J,  avec  les 
degrés  ms  de  multiplicité 


l8  PRÉLIMINAIRES  ET  GÉNÉRALITÉS. 

Désignons  par  '|(p)  le  polynôme  de  degré  cr 

’Mp)  = JI  (?  — "■<)• 


Considérons  le  premier  successif  (iq°) 

(p_M)«-«1=(p_M) 

adhérent  à une  racine  m-uple  u. 

Le  plus  grand  commun  diviseur  A,  des  premiers  mineurs  sera 
divisible  par  (p  — u)a‘  et  non  par  (p  — //)a>+l;  la  fraction 

A 

rationnelle  — > rendue  irréductible,  admettra  (p  — au 

dénominateur.  Comme  S est  orthogonale,  les  successifs  sont 
simples  (220).  Le  dénominateur  ne  contiendra  que  le  divi- 
seur p — u , afférent  dans  v|/(p)  à la  racine  u. 

On  voit  facilement  de  là  que 


où  üp  est  une  matrice  //-aire  dont  les  éléments  sont  des  poly- 
nômes de  degré  cr  — 1 en  p. 

28°  Une  matrice  réelle  A de  rang  y sera  (X,  Sur  V hypoher- 
milien  ) hy poker  mi lie  une  si 

I.  A'  = A ( symétrie)  ; 

IL  L’expression  X = A (./:,  toujours  réelle,  ne  devient 
négative  pour  aucun  choix  des  variables  .r,  imaginaires  ou  non. 

Dans  le  cas  particulier,  où  le  rang  q de  la  matrice  //-aire  A 
est  précisément  q = //,  | A | =4  o,  rhypohermitienne  devient 
hermitienne. 

Voici  les  propriétés  d'une  hypohermitienne  réelle  A-,  sur 
lesquelles  je  m’appuierai  le  plus  souvent. 

Pour  qu’une  matrice  //-aire  réelle  et  symétrique  X soit 
hypohermitienne,  il  faut  et  il  suffit  /pie  la  forme  quadra- 
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tique  A>(/,  /)  ne  devienne  négative  pour  aucun  choix  des  n va- 
riables réelles  t. 

Toute  X est  canonisable  et  possède  au  moins  une  canonisante 
réelle  et  orthogonale.  Les  racines  de  l’équation  caractéristique 
sont  réelles  et  non  négatives. 

Soit  une  hypohermitienne  x de  rang  q et  un  exposant  m 
entier  et  positif.  Il  existe  toujours  une  et  une  seule  hypohermi- 
tienne oü,,  telle  que  = x.  a aussi  le  rang  q. 

On  pourra  écrire  et  dire 

il1.)  =z  JU"1  = "\/X  — racine  rn'ime  de  X. 

Xm  est  aussi  hypohermitienne. 

Toute  x de  rang  q peut  être  engendrée  par  le  procédé 

X = », 

où  (£  est  une  matrice  réelle,  aussi  de  rang  q.  Pour  A donnée,  <f 
s’obtient  par  la  formule 

<e  = «JW»*  W, 

W = orthogonale  réelle  arbitraire. 

Voici  maintenant  un  rapide  aperçu  de  ce  que  Ton  trouvera 
successivement  dans  les  deux  Parties  et  les  dix  Chapitres  du 
Mémoire. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

GKOMKT  RIE 
I>ES  SUBSTITUTIONS 
ORTHOGONALES 
ET  DES  SPHÈRES. 


Dans  celte  première  Partie,  j’approfondis 
les  propriétés  des  substitutions  linéaires, 
réelles  et  orthogonales,  sur  lesquelles  est 
fondée  la  solution  du  problème. 

Du  fait  usage  d une  terminologie  géomé- 
liique,  commode  pour  abréger  le  langage. 


CHAPITRE  I. 

COORDONNÉES 
DE  LA  SPHERE. 
(l°  à 10°) 


( lénèralisant  les  coordonnées  pentasphé- 
riques  de  M.  Darboux  (V,  M,  VU),  j'in- 
troduis n variables  réelles#.  ‘ /—  19  ..  1 

il'  \ i 

coordonnées  d une  sphère  réelle  r.  pom. 


n — 5 


20 


CHAPITRE  II. 

rOLYRKCTANOLES 
(l  I»  à 17”). 


l'IU.I.IMI.NAIIt E S ET  ( i É X K l\ A LIT É S . 

x est  bien  une  sphère  ordinaire  de  l’espace' 
à trois  dimensions,  sphère  qui  peut  être  ima- 
ginaire, pour  des  xt  réels,  au  sens  habituel 
du  mot.  Au  point  de  vue  du  groupe  11) 
(voir  26°  ci-dessus)  une  sphère  isolée  x 
11’a  pas  d’invariant  projectif,  mais  deux 
sphères  x et  y ont  l’invariant 


Comme  on  fait  toujours 


le  module  de  u ne  dépasse  pas  1.  Par  ana- 
logie avec  le  cas  n = 5 (sphère  ordinaire) 
on  dit  que  u est  le  cosinus  de  l’angle  que 
forment  entre  elles  les  deux  sphères  x et  y. 
Si  0 = o,  les  deux  sphères  sont  orthogonales 
entre  elles. 

La  sphère 

O — X , — . . . — Æ i_ t — Æ-j'+i  — •••  — 

Xi—  I 

se  nommera  la  sphère  coordonnée  E,.  La 
coordonnée  xt  de  la  sphère  courante  a?  est  le 
cosinus  de  l’angle  que  fait  x avec  E;. 


Un  polyrectanglc  P™  est  la  figure  for- 
mée par  m sphères  orthogonales  deux  à 
deux,  ni'Sn.  Deux  polyrectangles  P™ et  P"'' 
sont  résiduels  l’un  de  l’autre  si  : 

1 0 ni  -h  né  = n ; 

20  Chaque  sphère  de  l’une  esl  orthogo- 
nale à chaque  sphère  de  l’autre. 
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.le  démontre  l’existence  des  poly rec- 
tangles et  j’indique  leur  construction.  1 11 
polyrectangle  remarquable  du  type  PH , 
est  , constitué  par  les  m premières 

sphères  coordonnées;  il  a pour  polyrec- 
tangle résiduel  s”  constitué  par  les  n — m 
dernières  sphères  coordonnées. 

Deux  polyrectangles  résiduels,  a ni  et 
à n — m sphères,  peuvent  toujours  être  pro- 
jectivement  amenés  sur  et  ê"  "L  et  11  en 

diffèrent  que  par  l’orientation. 

CHAPITRE  111. 

Il  y a oc"-1  sphères  .r,  puisque  les  n para- 

HE SE AU X 
ET  POLYSPHÈRES 
(l8“  à 27°). 

mètres  xt  sont  liés  par  hx*  = 1 . Je  dirai  que 
le  lieu  des  sphères  x est  un  réseau  !(„,  de 
rang  11.  Etablissons,  entre  les#,-,  n — q rela- 
tions linéaires,  homogènes,  à coefficients 
réels  et  constants,  distinctes , ou  bien 
admettons  que  les  Xi  sont  proportionnelles 
à des  fonctions  linéaires  et  homogènes  de 
q paramètres  réels  distincts.  Il  n’y  a alors 
plus  < j 11e  sphères  dont  le  lieu  est  un 

réseau  lly  de  rang  q. 

p sphères  de  coordonnées  a jh 

j ./  ^ > 2 , . . . « P , l I J 2 , • • « > fl  | y 

rangées  dans  l’ordre  des  indices  j croissants, 
formeront  par  définition  un  poly sphère  d>„, 
ou  x,  d’ordre  p.  Si  le  Tableau  (i°  ci-dessus) 

\ ajî\  a rang  q,  q sera  aussi  le  rang  du 

polysphère. 

Le  polysphère  -i,  définit  sans  ambiguïté  : 

1.  l n réseau  Ry,  de  même  rang  q , sur 
lequel  sont  situées  les  p sphères  de  X. 

IL  Lu  réseau complémentaire  k 
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constitué  par  les  co"-^'  sphères  orthogonales 
à toutes  les  sphères  de  x. 

Sur  un  Ry  quelconque  on  peut  toujours 
placer  au  moins  un  pol  \ rectangle  à q sphères, 
lequel  pourra  être  projectivement  amené  sur 
celui  des  q premières  sphères  coordonnées. 

Si  l'on  pose  l*-  = 2a7 xh  il  existera  entre 
les  p quantités  Cj  un  système  3C -p~q  de  p — q 
équations  distinctes,  linéaires,  homogènes, 
à coefficients  réels  et  constants. 

chapitre  iv.  Reprenons  le  polysphère  x d’ordre  p et 

MATRICES  A ET  V 

( ~8  a ,0  1 par  p — q dernières  colonnes  formées  de 
zéros,  donne  une  matrice  o-aire  A,  de  rang^. 

Nommons  A = [ \jk j la  matrice  />aire 
réelle  et  symétrique,  où  l’élément  = A Ay- 
est  le  cosinus  de  l’angle  formé  par  les  deux 
sphères  ci:  eL  ak  du  polysphcre  X. 

La  matrice  A a le  rang  q de  X.  A est 
hypohermitienne  (28°  ci-dessus)  cl  l’on  a 

À = AA'; 

donc  (28°) 

A - W, 

W = orthogonale  réelle  quelconque;  ainsi, 
connaissant  la  matrice  A,  on  connaît  le  poly- 
sphère X , à l’orientation  près. 

A la  matrice  A (ou  \,)  se  rattache  la 
matrice  V (ou  Y,,) 

2 1 1 1 2 À ,3  2 X J p 

I 2X33  2X3,, 

O I . f, 

O 


g q , p~q y le  Tableau  [<zyt],  complété 


O 


I 


CHAPITRE  V. 

MATRICES  E T 

(p°  à 
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J’étudie  les  matrices  V/J?  V,,  Yp' , 

tp= ï(Vp  -v;,), 

Mp  = |(  Vp1  -+-  N p ''  ) ; 

T/;  et  G/y  sont  alternés; 

Ap=i(Vp4-v;). 

J’établis  une  formule  de  récurrence  entre 


Vp  — Vp 1 (çi , • • • > îp  ? i > • • • > rip) 

et  les  Vp  d’indice  moindre,  où  ç et  Y]  sont  des 
variables  quelconques  dont  la  signification 
se  précisera  au  Chapitre  A III. 


La  matrice  <£  (ou  <£J})  est  — V' Y-1  ; | c£  | est 
( — i)p.  La  structure  de  <£  est  évidemment 
celle  du  faisceau  pY  + Y'.  Mettons  l’hypo- 
liermitienne  A sous  forme  canonique  A0  au 
moyen  de  la  canonisante  réelle  et  orthogo- 
nale D.  On  aura 

AnDA0  D',  D'=D-‘. 

Alors  (£  = D<£0D' 


7 P ~ 7 


1 

Q* 

?i 

A 

p - q ■ 

O 

E 

où  A est  une  matrice  ^-aire,  E la  matrice 
( p ~ q)~ aire  unité,  Q,  un  Tableau  à 
q lignes  et  p — q colonnes;  le  Tableau  zéro, 
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à p — q lignes  et  q colonnes,  est  constitué 
par  des  zéros. 

De  plus, 


•e 

O 

O 

0 

où  4^  est  une  hermitienne  canonique  q- aire, 
de  façon  que 


41 

O 

O 

O 

Alors  la  matrice  /?-aire  $î  est 


où 

et 


L--‘$0L  = p = 


p 

O 

X 

O 

E 

P = 


C 


— 1 


\r 


y 

O 

O 

E 

Supposant  (seul  cas  intéressant  pour  la  suite) 
la  matrice  y-aire  P orthogonale,  j’établis, 
d’une  façon  détaillée,  toutes  les  relations  qui 
existent  entre  la  structure  de  P et  celle  de  j|!, 
ou  du  faisceau  p V-f-V'.  En  particulier,  pour 
p pair  et  P = E,  la  structure  de  P définit 
sans  ambiguïté  celle  du  faisceau. 


CHAPITRE  VI. 

SPHÈRES  invariantes; 
faisceaux  invariants; 

SEMI-CANONISATION 

(63»  à 77»). 
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Prenons  une  orthogonale  /z-aire  rée  lie  S 
et  son  équation  caractéristique  (D 

! PE  — S I = o. 

A la  racine  zzz-nple  unité  correspond  un 
réseau  R/n,  dont  S laisse  invariante  chacune 
des  cc'n~'  sphères. 

A la  racine  z/z-uple  — i correspond 
un  tel  que  S change  la  sphère  x du  R,„ 
en  la  sphère  — x , de  coordonnées  — xL. 

A un  couple  /zz-uple  de  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées,  correspond  un 

Les  oc2™-'  sphères  de  R2m  se  répartissent  œ 
par  oc  en  oc2;"'~()  faisceaux  (ou  réseaux  de 
rang  deux)  invariants.  S permute  entre 
elles  les  oc  sphères  d'un  faisceau  invariable. 
Par  chaque  sphère  de  R2W  passe  un  faisceau 
invariant  et  un  seul. 

Les  réseaux  correspondant  aux  diverses 
racines  distinctes  de  (fi  ont  la  propriété  sui- 
vante : chacun  est  complémentaire  (Cha- 
pitre 111)  au  réseau  formé  par  la  totalité 
des  autres. 

Enfin,  généralisant  une  théorie  déjà 
donnée  par  M.  Coursât  (VII),  pour  le 
domaine  quaternaire  n = 4,  j'introduis 
pour  S une  forme  semi-canonique  parti- 
culiérement simple. 

Une  forme  bilinéaire  semi-canonique 
s{x,y)  est  une  somme  de  termes  des  types 


suivants 


.r, 


i j 1 1 


'ri.ri  ; 


(^i/i  •+■  xiXt)  cosO  -h  | — X\ y2)  sinO. 

doute  orthogonale  réelle  S est  semi-cano- 
nisahle;  elle  possède  une  forme  semi-ca- 


CHAPITRE  VII. 

INVEltSIONS 
(78»  à 88»). 
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nonique  s et,  au  moins,  une  semi-canoni- 
sante  D,  réelle  et  orthogonale,  telle  que 

S — D.vD'  ; D'rrD"1. 

Si  Ton  pose  11  = A -4-  v -+-  2 N, 

IpE  — S|  = (p  — i)x{p  + 0V  V(p2—  2p  cosOA.+  1) 


( /i  — 1 1 2 , . . . , n ) , 

les  arcs  G*  étant  distincts  ou  non,  on  pourra, 
à Fomentation  près,  dire  : S s’obtient  en 
effectuant  : 

La  substitution  unité  sur  les  À premières 
variables; 

La  canonique  1 1 — 1 1 sur  les  v variables 

suivantes  ; 

L’orthogonale  binaire  de  déterminant  un 


sur  les  deux  variables  suivantes,  etc. 

Dans  l’espace  habituel  à trois  dimensions, 
une  inversion  est  la  transformation  par 
rayons  vecteurs  réciproques.  Généralisant, 
je  dirai  : 

Une  inversion  A est  une  orthogonale 
/i-aire,  telle  que 


| A | == — 1 et  | pE  — A|  = (p  4-  i)(p  — i)w-‘ 

Je  démontre  que 


cosO,  — sin  0 
sinO,  cosO. 


y)  y)  — 2*7), 


V 


7î 


V 


I 


l 
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Les  aL  sont  les  coordonnées  d’une 
sphère  «,  qui  est  la  sphère  inver  larde 
afférente  à l’inversion  A.  Il  est  évident  que 

A'=  A A-1,  A2=E. 

Toute  orthogonale  S est  un  produit  de 
m inversions;  si  S est  droite , m = pair, 

| S | = i ; si  S est  gauche,  | S | = — i , 
m — impair. 


SECONDE  PARTIE. 

M ULTIPEICATION 
UliS  INVERSIONS 
ET  PROBLÈME 
INVERSE. 


I 


Soit  un  polysphère  X,  des  p sphères  aj , 
qui  correspondent  aux  p inversions  A y, 
dont  elles  sont  les  sphères  invertantes 
\ j — i,  2,  . ..,  p\  \ nommons  II  l’orthogonale 

| 2 • • • p • 

La  seconde  Partie  contient  la  solution 
des  deux  problèmes  suivants,  inverses  l’un 
de  l’autre. 


Problème  I.  — Connaissant  X,  con- 
struire II. 


Problème  IL  — Connaissant  II,  con- 
struire X. 


Le  problème  I est  bien  déterminé.  Le 
problème  II  conduit  à une  infinité  de  polv- 
sphèrcs  X différents,  dont  on  donnera  la 
formation  générale. 


CHAPITRE  VIII. 

MULTIPLICATION 
DK  S INVERSIONS 
( 89°  à loi0 ) . 


La  solution  du  problème  I est  extrême- 
ment simple,  avec  les  notations  des  Cha- 
pitres 1 \ et  V. 

D abord  on  peut,  sans  restreindre  la  gé- 
néralité et  11e  négligeant  que  l’orientation, 
supposer  que  II  est  une  matrice  ^-aire, 
([  étant  le  rang  du  polysphère  x. 
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Ensuite  II  n’est  pas  autre  chose  rpie  la 
matrice  y-aire  P construite  au  Chapitre  A . 

Comme  application,  j’ai  étudié  la  rota- 
tion. C’est  une  substitution  orthogonale 
«-aire  S,  droite,  |S|  — i , telle  que  |pE  — S| 
est  divisible  par  (p  — j)"-2.  S est  le  produit 
de  deux  inversions;  S dépend  seulement  : 

Du  réseau  de  rang  deux,  défini  par  les 
deux  sphères  invertantes; 

J)e  l’angle  formé  par  les  deux  sphères 
invertantes. 

La  rotation  ne  change  pas  quand  on  fait 
voyager  les  deux  sphères  sur  le  réseau 
sans  altérer  l’angle. 


chapitre  ix.  Soient  pour  II  donnée  deux  polysphères  X, 

sï  miii.se  de  l umte  dcs  y sphères  ...,  aa , et  n b des  (3 

sphères  b,,  . . .,  ba,  tous  deux  solutions  du 
problème  11.  On  aura,  les  A et  les  13  étant 
des  inversions, 


d’où 


U — A [ . . . Aa — : B,  . . . B^, 
E = B, . . . Bp  Aa  . . . A,. 


Le  polysplière  £ des  a -+-  (3  sphères 

C,  • • . j Ùp,  • • • j Cl\ 


est,  par  définition,  fermé,  puisqu’il  fournit 
l’orthogonale  unité,  a et  (3  sont  de  même 
parité  et  l’ordre  d’un  polysplière  fermé  est 
toujours  pair. 

.le  nomme  synthèse  de  l'unité  le  pro- 
blème relatif  à la  construction  des  poly- 
sphères fermés. 

Soit  JW  un  polysplière  fermé  d’ordre 


PRÉLIMINAIRES  ET  (îÉNÉRAI.ITÉS.  ■>■<) 

pair/;.  Quelles  sont  pour  cela  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes? 

La  réponse  est  très  simple,  si  la  discus- 
sion est  un  peu  minutieuse  : il  faut  et  il 
suffit  (pie  les  deux  matrices  alternées 

±(V-V')  et  {(  V-1  — V/_1) 

soient  inverses  l’une  de  l’autre,  la  matrice  A 
étant,  bien  entendu,  hypohermitienne. 

Je  construis  effectivement  le  tétrasplière 
fermé  p = 4*  Les  quatre  sphères  a, , a.,, 
a3,  a ^ sont  sur  un  meme  réseau  binaire  IL; 
l’angle  de  a.2  avec  est  égal  à l’angle  de  a3 
avec  cix. 


chapitre  x. 

SYNTHÈSE 

u’u.VE  orthogonale 

DONNEE  ; 
DÉCOMPOSITIONS 
NORMALES 
(119“  et  suivants). 


Soit  x une  solution  du  problème  IL 
Toutes  les  autres  solutions  s'obtiendront 
en  . eltant  à la  suite  des  sphères  de  x 
les  sphères  d’un  polysphère  fermé  quel- 
conque C. 

On  pourra  toujours  prendre  pour  x un 
polysphère  où  1 ordre  p est  égal  au  rang  y. 
On  a vu  plus  haut  qu'il  est  licite  de  sup- 
poser n — q.  On  est  ainsi  amené  aux  dé- 
compositions normales. 

A oici  quelle  est  la  question  : 

Soit  S une  orthogonale  /i-airc.  On 
peut  toujours,  en  ne  négligeant  que  l’orien- 
tation, admettre  que  | E — S | ^ o.  Alors  le 
problème  de  la  décomposition  normale  con- 
siste à construire  un  polysphère  x,  à 
n sphères  et  de  rang  //,  fournissant  S par 
le  produit  des  11  inversions,  lesquelles  ad- 
mettent pour  sphères  inverlantes  celles  du 
pol  \ sphère. 


>0  PHKI.IMINAIIŒS  KT  CKSKIIALITKS. 

Je  construis  un  pareil  polysphère,  que 
l'on  obtient  en  combinant  un  polyrectangle 
avec  divers  d (sphères  (polysplièrcs  d’ordre 
deux).  Les  deux  sphères  de  chaque  di- 
sphère  forment  entre  elles  un  angle  diffé- 
rent de->  mais  sont  orthogonales  à toutes 

les  autres  sphères  de  X. 

La  considération  des  polysplièrcs  fer- 
més C fournit  toutes  les  autres  décompo- 
sitions normales. 


PREMIÈRE  PARTIE. 


GEOMETRIE  DES  SUBSTITUTIONS  ORTHOGONALES 

ET  DES  SPHÈRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

COORDONNÉES  DE  LA  SPHÈRE. 


i°  Dans  un  espace  à n — 2 dimensions  prenons  des  coor- 
données 

X,,  s = 1,  2,  . . n — 2, 

que  nous  assimilerons  à des  coordonnées  rectangulaires.  L’équa- 
tion 


(0 

où 


O 


— as )2  — ri 2 — D -H  A — H2  — 2 ^ a s X 

s s 

D = VXJ  A = V„|, 


Si 


sera  dite  représenter  une  sphère,  où  II  est  le  rayon  et  où  les  a, 
sont  les  coordonnées  du  centre.  En  effet,  pour  »_  2 = 3,  on 
a bien  une  sphère,  au  sens  ordinaire  du  mot.  D’autre  part,  pre- 
nons « quantités  réelles  x„,  « = »,  liées  par  une 

relation 


a 
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02 


considérons  l’équation,  i—  y — i, 


(2) 


3 = 2 N #5Xs-b  (D  — i ) vc h — i + (l)  + i)  ixn 

S 

I = 2 V ,r4.X,-H  D(j?<I_14-«a7JI)  - ia?„). 


On  a encore  une  sphère  qu’on  identifiera  avec  la  sphère  (i). 
1 1 viend  ra 


(3) 


R2  — A 


•21  u — i H- 1 X n •2-/J  — t IX/i 


On  lire  de  là 


a 


xs 


x 


A - 


n — I 


I — X 


IX, 


n—  1 


x- 


IV- = A + 


1 "t-  )” 

1 — «J? 


- i H-  ^ 


ï = (#«-1  + ôr;l)-2 


— / .r„ 
X n—\  + i 


Extrayons  la  racine  et  prenons  le  signe  plus  dans  les  deux 
nombres  : 


K — x ' ,i—\  — 1~  ix/n 


Bref  on  aura  le  système  suivant 

(4) 


_ as  i _ . , 

Xs  — ^ — X n _i  — | - l x„ . 


2°  Si  la  sphère  est  donnée  par  son  centre  et  par  son  rayon, 
R et  as  sont  connues.  Le  système  (4)  fournit  les  xs.  Il  viendra 
ensuite 


X ~a_  | — X fi  — ( X fl_  j l X n ) ( X n—\  l X /(  ) 


S 
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c’est-à-dire  les  deux  équations 

37,1-1  ~h  iXn—W-1, 

R2— A 

X n— 1 f 

d’où  l’on  tirera  les  deux  dernières  quantités  x,  savoir xn-K  et.r„, 
sans  ambiguïté. 

Réciproquement,  si  les  x sont  connues,  les  quantités  as , 
coordonnées  du  centre,  et  le  rayon  sont  connus;  il  en  est  de 
meme  pour  la  sphère. 

On  peut  donc  dire  que  les  n quantités  réelles  x sont  les  coor- 
données d' une  sphère  réelle  X-. 


3°  Une  sphère  A-  dite  réelle,  parce  qu’elle  a des  coordonnées  x 
réelles,  peut  d’ailleurs  n’être  pas  réelle,  au  sens  ordinaire  du 
mot.  Faisons  par  exemple  n = 5 et  o = xK  = ...  = xM , x$  = i . 
On  aura  une  sphère  ordinaire 


Xf-hX2-i-X2-hi=o, 


ayant  son  centre  à l’origine  des  coordonnées,  mais  un  rayon 
égal  à l'imaginaire  i . 


Dans  tout  le 
des  sphères  X- 


prèsenl  travail  je  considérerai  exclusivement 
réelles,  cesl-à-dire  ayant  des  coordonnées  x 


réelles. 


4°  Changeons  le  signe  de  tous  les  x.  Pour  la  sphère  X les 
coordonnées  du  centre  ne  changent  pas,  mais  le  rayon  R change 
de  signe.  Nous  dirons  que  les  deux  sphères  ayant  respectivement 
pour  coordonnées 

x%  et  -Xï  (a  = if  2,  . . n ), 

sont  contraires  l’une  de  l’autre. 


>°  Dorénavant  je 
A. 


parlerai  de  la  sphère  x,  ayant  pour  coor- 

3 
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3 i 


données  les  n quantités 


3C  i ( l — . ...  /l) } 


lesquelles  se  réduisent  à n — i distinctes  en  vertu  de  'Lx'2  = i . 

La  totalité  de  ces  sphères  constituera  un  réseau  ou 
espace  IL  de  rang  n. 

Ces  notions  recevront  plus  de  développement  au  Chapitre  III. 


G0  En  vertu  de  la  transitivité  du  groupe  réel  et  orthogonal  HD 
une  sphère  unique  x ne  possède  aucun  invariant  projectif. 
Les  ce"-1  sphères  ne  diffèrent  que  par  l’orientation. 

Deux  sphères  x et  y ont  un  invariant.  C’est  l’expression 

V-  v 2(.r  — r)2—  S.r!  — S y2 

’J  = 2^  Xiji  — 2 SC  y — ; — * 


somme  algébrique  de  trois  invariants. 

Remplaçant  au  besoin  une  des  sphères  x ou  y par  sa  con- 
traire (4°),  on  peut  faire  u L>  o.  Comme 

o 5 Z ( x — y)2  — Sa?!+  A y-  — 2 X x y = 2(1  — u ) , 

u 1 . 

On  dira  que  V invariant  v est  le  cosinus  cle  V angle  w des 
deux  sphères  x et  y. 


y Voici  l’origine  de  celle  locution. 

Prenons  dans  l’espace  ordinaire  et  la  géométrie  ordinaire 
deux  sphères  de  rayon  I\  et  IL.  Nommons  co  l'angle  d’intersec- 
tion des  deux  sphères  et  A la  distance  des  centres;  A“  sera  la 
somme  des  carrés  des  différences  coordonnées  des  centres.  On 
aura  la  formule 

A2  = K2  4-  IV2—  2 RR'  coso), 

R2  4-  R'2  — As 


Avec  les  notations  du  i°,  nommons  Y,  et  b„  les  X^et  as  affé- 


COORDONNÉES  DE  LA  SPHÈRE. 


3 5 


rcnts  à la  sphère  y;  puis  D'  = \ Y;’,  A' 

S 

R2-f-  IV  - — A2 


= V fr.  On  aura 


COS  O) 


2 IvlV 


R2  -h  R'2  — Y ( bs  — at  )2  R 2 - A -b  R' 2 — A'  + 2 V a$  bs 


i RR' 


‘l  avec  nos  notations  [ formule  (3)] 


2 RR' 


V 

2 > xsys 


x n—\  i xrl  y n—\  n 


COS  CO  — 


Xn-x~\ ~IX„  Y 


H- 


n~  i ~b  ( J-  n — i b or;/  ) ( > n H—  ly  „) 


(*n- 1 "H  i-*a)(Yn- 1 + îfn) 

& 

(x„- 1 — ) (y„ _ , + ) -H  ( , + ixn ) (yn _ , — iyn ) -+-  2 V xsy 


v 

A s “b  ^ « — I y n—  1 H-  3*  n y 11 — / , X j yr  i — 'J.  (c.  Q.  F.  D.) 


8°  Si  u = i,  on  a 

— y)-  = o 

et  les  deux  sphères  x et  y sont  confondues  ; w = o.  Si  u = — 1 , 
on  a 

O = 2 (j\-b  y)*,  corrr^r, 

les  deux  sphères  sont  contraires  (4°). 

Si  u = o,  co  = les  deux  sphères  seront  orthogonales. 

9°  ’*e  nommerai  sphère  coordonnée  H,-,  pour  i = 1 2 

la  sphère  où  la  coordonnée  #,-=  1,  toutes  les  /i  - [ autres 
étant  nulles. 

xi  csL  donc  le  cosinus  de  l'angle  que  la  sphère  courante  a;  fait 
avec  la  sphère  coordonnée  3,-.  On  peut  dire  aussi  que  les 
coordonnées  x,-  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  sphère 


n 


x. 
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io°  On  reconnaîtra  sans  peine,  dans  les  considérations  du 
présent  Chapitre,  une  généralisation  des  théories  de  M.  Dar- 
boux  sur  les  coordonnées  pentasphériques  de  l’espace  ordi- 
naire. On  se  reportera  aux  publications  suivantes  de  M.  Dar- 
houx  : 

Mémoire  sur  la  théorie  clés  coordonnées  curvilignes  et  des 
systèmes  orthogonaux  {Annales  de  l’Ecole  normale , 2e  série, 
T.  Ail,  1878;  consulter  notamment  p.  i38  à 1 44 ) 5 

Leçons  sur  la  théorie  générale  des  surfaces,  T.  I,  Chap.  VI, 
p.  1 38  à 1 4 4 et  126  à 280. 


CHAPITRE  II. 

PÜL  Y RECTANGLE  S. 


ii°  Reprenons  (5°)  le  réseau  R/n  de  rang-  n,  lieu  des 
sphères  x ayant  les  x t pour  coordonnées.  Je  nomme  polyrec- 
tangle  P™  la  figure  formée  par  m sphères  ctj  \j  — i,  2,  m\ 
de  coordonnées  ajh  orthogonales  deux  à deux. 

Les  ’mn  quantités  aji  sont  liées  par  le  système 


Par  projectivité,  on  peut  supposer  que  la  mieme  sphère  am  est 
la  sphère  coordonnée  (q°)  de  coordonnées 


ü ( ni,  n ) 


pour  j'?£j  j 

pour  j'—j  j 


Cherchons  à établir  l’existence  du  polyrectanglc  P"*  et  à le 
construire. 


Cela  revient  à faire 

flm\  — • • • — A m,n—\  = O,  A otn  — * • 


Le  système  ü (/;*.,  n)  fournit  immédiatement 


et  se  réduit  aux  relations 


a 


pour  k'ÿdk  j 

pour  k'—k 


a = 1,  2,  . . .,  n — 1 ; k et  k 


2,  . . .,  m — 1 


1 


38 


PREMIÈRE  PARTIE. 


CHAPITRE  II. 


c’est-à-dire  à un  système  ù(m  — i , n — i ).  Dans  le  réseau  Rrt„n 
les  m — i sphères  ak,  de  coordonnées  cik^  lorment  un  polyrec- 
tangle P"';,1 , dont  la  construction  assure  celle  de  P"'  (c.  o.  f.  d). 


i 

i i 


i ) m -l 
i 1 n~l  5 


j 3°  On  passera  donc  de  P"‘  à P"f, 

Supposons  d’abord  mln\  on  arrivera  au  polyrectangle 


P1 

1 n— m+  i * 


qui  se  compose,  sur  le  réseau  R/(_WM,  d’une  sphère  unique, 
laquelle  s’obtient  .sans  difficulté  et  est  môme  indéterminée 
pour  m < n.  P J"  est  construit. 

Si  m > n , on  arrivera  au  polyrectangle 

p/tt— /J  + 1 

1 1 > 


ce  qui  est  absurde,  car  le  réseau  11,  ne  comporte  qu’une  seule 
sphère. 

Donc,  il  existera  clés  P"/  pour  m </?,,  mais  non  pour  m n. 


i /p  Un  polyrectangle  P"  remarquable  est  celui  de  référence 
C",  formé  par  les  n sphères  coordonnées. 

Je  nommerai  : 

le  polyrectangle  des  / n , ni/Sn,  sphères  coordonnées 
S 3 

^ i , • • • i — m i 

è“~'n  le  polyrectangle  des  n — ni  sphères  coordonnées  res- 
tante S —i,n  | , •••  5 • 

Disons  que  deux  polyreclangles  P'"  et  P'"'  sont  résiduels 
l’un  de  l’autre  lorsque  : 

i ° ni  h-  ni'  = n ; 

2°  Chaque  sphère  de  l’un  est  orthogonale  à chaque  sphère 
de  l’autre. 

Les  polyreclangles  £3"  et  sont  résiduels. 

1 5°  Théorème.  — Tout  P"'  peut  être  amené  sur  par  une 


POLYIIECTANG LES  • 


substitution  Linéaire  n-aire  Wfl,  réelle  et  orthogonale , con- 
venablement choisie. 

Cette  proposition  se  ramène  à celle  du  12°. 

Le  théorème  est  évident  pour  le  polyrectangle 

pt 

1 //-//*  + 1 * 

qui  se  compose  d’une  sphère  unique,  laquelle  n’a  pas  d'inva- 
riant vis-à-vis  du  groupe  réel  et  orthogonal. 

Je  dis  que  si  le  théorème  est  vrai  pour  P "'J,1 , il  est  vrai  aussi 
pour  P"\ 

Raisonnons  comme  au  ï2°,  et  par  une  Wn  convenable,  que 
je  nommerai  amenons  la  première  sphère  a{  de  P"4  sur  S,. 
Alors,  pour  chacune  des  m — i sphères  restantes,  la  première 
coordonnée  xt  est  nulle.  On  a donc  le  Tableau  suivant  des 
(n — i)  (m  — i)  coordonnées  restantes  : 


(l  2 2 #23 


(o) 


a 


32 


a 


m,  2 • 


a 


Q-ln 
ni , n » 


qui  définissent  un  P"'  sur  un  Par  hypothèse,  une  W/2_, 
convenable,  que  je  nommerai  amène  ce  P"^1  sur  le  poly- 
rectangle G”*./  du  réseau  Le  Tableau  (o)  devient  : 


(o)' 


I o 

O I 

o o 


o 

o 

o. 


Alors  une  «-aire  réelle  et  orthogonale  yn,  telle  que 
^«(•^ y)  = ^i/i  + 

amène  bien  P"4  sur  (c.  q.  f.  d.). 

Il  y a un  corollaire  évident  : 

Le  groupe  1U„  permute  transitivement  les  poivrée- 
t angles  P“,  m < n, 


i0°  Théorème.  - Deux  poly rectangles  résiduels  V'n 
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et  P"""*  peuvent  toujours  être  amenés,  simultanément , le 
premier  sur  le  second  sur  g"-7”. 


En  vertu  du  théorème  précédent  on  peut  supposer  déjà,  sans 
restreindre  la  généralité,  que  P"'  coïncide  avec 

Pour  toutes  les  n — m sphères  de  P""”*les  ni  premières  coor- 
données 


x 


i) 


) X m — O. 


Gela  résulte  de  la  définition  donnée  (i4°)  à la  résidualité. 
Les  coordonnées  non  nulles  des  n — m sphères  de  P"~w  sont 
données  par  le  Tableau 


(0 


, m + 1 > 


é ri  — m , //z  4-1  ■> 


• • • > Ù 1 , n 5 

• • • > 

• • • i én—m,  ir 


Sur  un  réseau  Rrt_m,  où  xm+ , , ...,  xn  sont  les  coordonnées 
courantes,  ce  Tableau  fournit  un  J",  qu’une  convenable 

amène  (théorème  du  i5°)  sur  le  polyrectangle  de  référence,  ce 
dernier  étant  constitué  par  les  n — m sphères  coordonnées  SA, 
k ■ = i,  2,  . . .,  n — m;  pour  EA  on  a d’ailleurs 


j O — ’^'w+l  — • * • — - ^ m+k — 1 — ^ z/z-t-/f4-l  — • • • — — Xn  | 

I ^m+k—  I ) 

Alors  la  z^-aire  \\  telle  (jue 

^ > y ) — y i “H  • • • H-  x m y m h-  àV  ,i — m ( x , x n , y //t-f-  j , . . • j y n ) 

amène,  dans  l’espace  l\w,  le  polyrectangle  P'j"M  sur  g”-771,  tout 
en  laissant  fixe  le  polyrectangle  P"*,  qui  coïncide  avec  <£"'  déjà. 
La  proposition  est  donc  établie. 

170  Dans  la  présente  géométrie  des  sphères,  les  polyrcc- 
tangles  jouent  le  même  rôle  que  les  angles  droits  dans  la  géomé- 
trie plane,  que  les  trièdres  trirectangles  dans  la  géométrie  de 
l’espace  ordinaire  à trois  dimensions. 

De  là  le  nom  de  polyrectangle. 
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i8°  Généralisant  la  définition  du  5°,  je  nommerai  espace  ou 
réseau  Kv,  q^n,  le  lien  d’une  sphère  mobile  x,  dont  les  coor- 
données Xi  satisfont  à l’une  ou  à l’autre  des  deux  conditions 
suivantes,  lesquelles  d’ailleurs  sont  équivalentes. 

Ou  bien  : 

I.  Xi  est  proportionnelle  à une  fonction  linéaire,  homogène, 
à coefficients  constants  et  réels,  de  q paramètres  réels  lr  dis- 
tincts, r = i , 2,  . . .,  q ; 

Ou  bien  : 

II.  Il  existe  entre  les  n variables  xt  un  système  r„_7  de 
n — q équations  distinctes,  linéaires,  homogènes,  à coefficients 
constants  et  réels. 

q = /*,  le  système  F„_y  disparait  et  l’on  retombe  sur  la  défi- 
nition du  5°. 

Un  U7  contient  oc'7-1  sphères. 

1 9°  Prenons,  sur  le  réseau  Ry,  la  sphère  courante  x\  on 
aura 


(O) 


( p^-/i(o=y^T,  (/•= 1,2, ...,«7)  ) 

I 

l p = facteur  de  proportionnalité  ) 

Les  paramètres  t,.  étant  distincts  par  hypothèse,  le  Tableau 
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à n lignes  et  q colonnes 


II 


bn 


b\q 


b 


n<] 


fournira  au  moins  un  déterminant  à q1  éléments  non  nul  (autre- 
ment dit,  q sera  aussi  le  rang  du  Tableau).  Les  n expressions  ft 
ne  peuvent  s’évanouir,  sans  que  les  q paramètres  tr  s’éva- 
nouissent. La  forme  quadratique 


i 


sera  toujours  o pour  ne  s’évanouir  qu’avec  tous  les  c’est- 
à-dire  tous  les  tr. 

On  peut,  sans  changer  Ry,  opérer  sur  les  lr  une  substitution 
</-aire  T,  |T|^éo,  qui  transforme  F(/)  en  V l~r.  T est  réelle 

r 

(2-0,  ci-après).  L'opération  T ayant  été  supposée  effectuée, 
dans  le  système  (o),  il  viendra 


r i 


i = i,  2, 


.,  7i-  a,  (3  = 1, 2, 

Identifiant,  on  aura 


i a [3 


(0 


pour 

pour 


* = P r 


Mais  bioL  c’est  ce  que  devient  pxL  quand  tous  les  l s’éva- 
nouissent, sauf  ta  = 1.  Donc  - l>ia  est  la  coordonnée  d’une 

P 

sphère  ii!ia  située  sur  le  réseau  R9.  Les  égalités  (1)  indiquent 
que  les  q sphères  ^ sont  orthogonales  deux  à deux. 

Ainsi,  su/'  tout  réseau  R?  existe  au  moins  un  polyrec- 
langle  de  q sphères. 


20°  Une  WB  convenable  amènera  (i5°)ce  polyrectanglc  sur 
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le  polyrectangle  des  q sphères  coordonnées 

En  r = 1,  2,  . . q- 


Faisons,  ce  qui  csl  licite, 

F(o  = 2<'  = p,=  i 


=r  I et 


rr  I. 


Le  système  (o)  du  190  devient  alors,  eu  égard  a la  théorie  pré- 
cédente, 

^ X r — try  i /’  — • l i 2 , . . . ) q i I 
pour  q < 1 = n \ 


2) 


Xi  — O, 


Les  q variables  xr  prennent  sur  RY  toutes  les  valeurs  pos- 
sibles; les  xr  sont  les  coordonnées  sur  R,;  de  la  sphère  courante, 
comme  les  xt-  sont  les  coordonnées  sur  R;i. 


2i°  Prenons  maintenant  le  système  r„_y  du  180,  savoir 
V dsi  Xi  — o,  s = 1,  2,  . . n — 1=1,...,  n. 


Imprimons  que  les  (j  sphères  H,,  sont  situées  sur  Ry  et  que 
leurs  coordonnées  satisfont  à P„_Y;  on  aura 

dsr—o  pour  r =r  1 , 2,  . . . , q. 

Il  ne  figurera  dans  (juc  les  variables  xqi_n  xn , au 

nombre  de  n — q.  Comme  les  n — q équations  de  Tfl_q  sont 
distinctes,  on  aura 


d\ , 7+1 

d/i-t],  r/+ 1 


1 n 


du- 7,  n 


o. 


r„_„  se  réduira  à 


• — , . . — X /)  — o. 


C’est  ce  que  nous  a appris  déjà  la  formule  (2)  du  20°. 

Ainsi,  les  sphères  de  \\q  seront  dé  finies  comme  ortho- 
gonales aux  n — q sphères  coordonnées 


“7+1  > 


I 
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du  polyreclangle  g"  v (i4°),  résiduel  au  poly rectangle  Zqt, 


situé  sur  l»,r 


Réciproquement  : le  lieu  des  yz'l~q~'  sphères  de  Rrt  ortho- 
gonales aux  q sphères  S,,  . . E?,  est  un  réseau  An_q,  parfai- 
tement défini  et  sur  lequel  est  placé  le  polyreclangle  Cf . 


220  L'analyse  précédente  se  résume  en  une  proposition 
unique. 

Théorème.  — A chaque  réseau  R?,  de  rang  qSn,  da/is  un 
espace  R/f,  correspond  sans  ambiguïté,  dans  le  même  espace , 
un  réseau  complémentaire  Sln-q,  de  rang  n — q ; et  récipro- 
quement. Chaque  sphère  d’un  réseau  complémentaire  est 
orthogonale  à toutes  les  sphères  de  l’autre  réseau.  Sur  cha- 
cun des  deux  réseaux  on  peut  installer  un  polyreclangle  à q 
et  n — q sphères  respectivement.  Les  deux  poly  rectangles 
seront  résiduels  V un  de  l’autre. 


23°  Si  Ton  a deux  réseaux  complémentaires  Ry  et  Sln_q,  on 
pourra  toujours,  par  projectivité  et  à l’orientation  près,  sup- 


poser que 

Sur  R?,  les  n — q dernières  coor- 
données xq+ii  •••>  xn  sont  nulles, 
tandis  que  les  q premières  pren- 
nent toutes  les  valeurs  réelles 
possibles,  sous  le  bénéfice  de 

x\  +.  . . + x\  — t. 

C’est  ce  que  je  ferai  dorénavan 


Sur  les  q premières  coor- 

données xi}  . . . , xq  sont  nulles, 
tandis  que  les  n — q dernières 
prennent  toutes  les  valeurs  réelles 
possibles,  sous  le  bénéfice  de 

Xq+  l + • • * + — I . 


a4°  Nommons  polysplière  Xp,  ou  JU,  la  figure  formée  par 
les  p sphères  aq,  j — i,  2,  . . .,  p , de  coordonnées  ay7.  L’ordre 
dans  lequel  sont  énumérées  les  p sphères  n’est  pas  indifférent. 
On  supposera  toujours  que  cet  ordre  est  celui  tic  la  suite  natu- 
relle/ = 1 , 2,  3,  . . .,  p des  indices  j . 
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Soit 


"11 

• • • 

U\n 

• • • 

• • • 

aji 

a,n 

O pu. 

le  Tableau,  à p lignes  et  n colonnes,  des  np  coordonnées  a j,-. 
Appelons  q le  rang  du  Tableau  5L 

11  est  évident  que  q ne  dépasse  pas  le  plus  petit  des  deux 

entiers  n et  p. 

2o°  Proposons-nous  le  problème  que  voici  : 

Quel  est  le  lieu  de  la  sphère  y orthogonale  aux  p sphères 
du  pot  y sphère  al,? 

On  aura  les  p équations 

Y y — - V n j iXi=  °» 


(pii,  puisque  q est  le  rang  du  Tableau  51,  se  réduisent  à q dis- 
lin des. 

Le  lieu  de  la  sphère  y est  donc  un  réseau  parfaitement 
déterminé.  Le  réseau  Ry,  complémentaire  (220)  à alw_y,  sera 
connu  et  cqn  tiendra  les  p sphères  du  polysplière. 

Disons  que  q est  le  rang  du  polysplière;  on  pourra  énoncer 
le  résultat  suivant. 


Théorème.  — Un  polysplière  r/’ordre  p eide  rang  q définit 
sans  ambiguïté  un  réseau  lly,  de  rang  q , sur  lequel  sont 
situées  les  p sphères  du  polysplière. 

Nommons  x et  y les  sphères  courantes  sur  les  réseaux  Ry 

ct&„  q respectivement.  La  relation  V o est  une  consé- 

i 

quence  algébrique  des  p équations 


1 
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Identifions  de  part  et  d’autre  les  coefficients  de  y,.  Les  coor- 
données courantes  xt  sur  le  réseau  sont  données  par  le  sys- 
tème 


p,r 


,-2<. 


/ "U 


(tj—  paramètre  réel  arbitraire' 


où  p est  un  facteur  de  proportionnalité  qu’on  calculera  par  la 
condition 


V 


XI  — I . 


1»(/  est  un  réseau  de  rang  minimum  qui  contient  toutes  les 
p sphères  du  polysphère  A. 


2G0  Eu  égard  aux  explications  du  23°,  on  peut  admettre  que 
pour  chacune  des  p sphères  cij  de  A,  les  11  — q dernières 
coordonnées  s’évanouissent, 

a j 1 — o pour  i ’>  q. 

Les  ciji  sont  les  éléments  d’une  matrice  p-airc  A,  dans  laquelle 
les  p — q dernières  colonnes  sont  composées  de  zéros.  A aura 
pour  rang  le  nombre  q.  Le  nombre  n ne  joue  plus  aucun  rôle. 

On  posera  \j  — ^ ajrxr,  /•  — 1 , 2,  . q , puisque  o 

;•  • 

pour  y > q. 

q étant  le  rang  de  la  matrice  y?-aire  A,  Y élimination  des  xr 
entre  les  p relations 


ï.-V 

— Z, 


CljyX,. 


fournira  entre  les  un  système  A-/w/  de  p — q équations 
distinctes  linéaires,  homogènes  à coefficients  réels  et  con- 
stants. 


if  llcste  à montrer  que  la  substitution  T du  iq°  peut  tou- 
jours être  supposée  réelle. 


RÉSEAUX  ET  POLYSPIJEKES. 


Posons 

/ 

F(<)-^/f =yi-rst,ds--(t,  t), 

i rs 


où  la  matrice  réelle  t = [t,.,],  j/’,  s 


2,  . q\„  est  symé- 


trique. 

Par  la  loi  meme  de  formation,  F(/)  est  positif,  pour  ne 
s’évanouir  qu’avec  tous  les  /;  ] t j ■=/=■  o.  Donc  la  matrice  t est  une 
hermitienne  réelle  q- aire.  Fn  eiï'et  reportons-nous  au  28°  des 
Préliminaires  et  Généralités,  z est  hypohermi tienne,  avec  un 
déterminant  ^ o.  t 11c  peut  être  qu'hermitienne. 

z admet  au  moins  une  canonisante  orthogonale  et  réelle. 
z supposée  canonisée,  il  vient 


cr 

$ 


2/2 
/.  I r , 


gr—  réelle. 


Effectuons  sur  les  t la  canonique  réelle,  généralement  non 
orthogonale 

\tr  trgp  I; 

F (i)  devient  bien  V p,  comme  l’exige  le  raisonnement  du  kj°, 

r 

sans  ({ne  le  calcul  ci-dessus  ait  pu  introduire  d’imaginaires. 

(c.  Q.  F.  1>.) 


CHAPITRE  IV. 


MATRICES  A ET  V. 


28°  Reprenons  le  polysphère  X,  composé  des  p sphères  an 
ayant  pour  coordonnées  \j  — 1,  2,  . . p\  i = 1 , 2,  . . 11  j. 
Nommons  q le  rang'  de  x;  eu  égard  aux  explications  des  Cha- 
pitres précédents,  on  peut,  à l’orientation  près  et  sans  res- 
treindre la  généralité,  admettre  que,  pour  chaque  sphère  cij, 
les  p — q dernières  coordonnées  sont  milles.  Cela  revient  à sup- 
poser ceci  : le  réseau  tHn-q,  complémentaire  au  réseau  1\^  défini 
par  x,  contient  le  polyrectangle  des  p — q dernières  sphères 
coordonnées  H,/+h,  . . 3„.  On  introduira  alors  la  matrice 

/maire  A,  où  les  q premières  colonnes  seront  constituées  par 
les  cijr  | r = 1,  2,  . . .,  q |,  tandis  que  les  p — q dernières  sont 
formées  de  zéros.  Par  conséquent,  la  matrice  p-aire  A et  le 
polysphère  X se  définissent  mutuellement  sans  ambiguïté, 
à V orientation  de  X près.  A a évidemment  le  rang  q \ un  au 
moins  des  déterminants  à q-  éléments  provenant  du  Tableau 
I!  ajr  ||  sera  f o. 

290  Prenons  un  espace  ou  réseau  Sy„  lieu  desoc^-1  sphères  r, 
ayant  les  Zj  \ j — 1 , 2,  ...,/?  J pour  coordonnées.  Nommons  Z,- 
les  p sphères  coordonnées  de  Sp.  Considérons  le  réseau  S7 
des  sphères  z orthogonales  aux  p — q dernières  sphères 
coordonnées  Z;  sur  Sy  les  p — q dernières  coordonnées  d’une 
sphère  sont  nu  lies.  On  peut  dire  que  la  matrice  p-aire  A 
fournil , dans  s,,  un  polysphère  %,  d’ordre  p et  de  rang  q, 
situé  sur  S7.  Soient  maintenant,  dans  Sp,  un  réseau  $q  quel- 
conque et  son  complémentaire  (220)  (iy,_y.  Il  y a sur  G/;.  (/  un 
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polyrectangle  de  p — q sphères,  que  l’in terven lion  d une  ortho- 
gonale réelle  W p-aire  pourra  toujours  amener  sur  le  poly- 
rectangle des  p — q dernières  sphères  coordonnées  Z.  Soit 
donc  z une  sphère  de  nommons  *(  la  sphère  telle  que 


= W[Ç],  W = [Wya]  (*  = i,a,...,p). 


La  sphère  Ç sera  sur  Sy  et  (a  = o pour  a >>  q. 

Soit  un  polysphère  3e,  constitué  par  les  p sphères  hj  et  fourni 
par  une  matrice p-aire  H = | hjk],  et  situé  sur  Sq.  l’osons 

Ay=W[*y]. 

La  sphère  gj  sera  sur  Sy.  Nommons  ( î la  matrice  p-aire 

G = [é'y*L 


On  aura 


c’est-à-dire 


hJt=  2 


"7x> 


II  = GW'=GW-' 


et  G — HW. 


La  matrice  p-aire  HW  aura  scs  p — q dernières  colonnes  milles 
et  fournira  un  polysphère  situé  sur  S(/. 

Supposons  qu’il  y ait  deux  orthogonales  réelles  p-aires  u~K 
et  p-1,  telles  que  les  deux  matrices  p-aires 

L = H«-‘  et  N = IIr> 


aient  leurs  p — q dernières  colonnes  composées  de  zéros.  On 
aura 

H = Lm  = Np,  N = L«e“l  — Lcv, 

w = [wyÀ]  (y,  A = i,  2,  . . p)  étant  une  orthogonale  p-airc 
réelle.  De  plus,  L = [ljk j,  = o pour  A > y et,  pareillement, 

N = [njk],  avec  njk  = o pour  A > y.  Alors  la  relation  N = Lw 
donne  (r  = i,  2,  . . .,  y), 

"y*  = 2 =o  pour  j — 1>2,  — / > y. 


Si  l’on 
A. 


suppose  la  matrice  I,  de  rang  q,  un  au  moins  des  déter- 

A 


3o 
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minants  à q2  éléments  du  Tableau  j|  ljr  ||  est  ^ o.  Alors 
wrk—  O,  /•  nz  i , 2,  . . . , q,  k = q H-  I , . . . , p, 

c’est-à-dire 

(j  p — q 

j7 

M = KI 

lp  — q 


•c 

0 

9b 

9 IL 

Mais  w est  orthogonale  ; w'  = w~K . 


y 

9b' 

0 

91 V 

C 

0 

L’identification  donne  9'C/  = o et  9b  = o. 

Alors  ^'  = OÏL'  = OÏL"  1 . La  g'-aire  réelle  4^  est  orthogo- 
nale. 

Les  considérations  du  présent  numéro  nous  sont  utiles  un 
peu  plus  loin  (3o°). 

3o°  Introduisons  maintenant  la  matrice  /j-aire  réelle  et  symé- 
trique A ==  [ À y k ] , OÙ 

Xy-4-  = \kj  — ^ dji-ajcr—  cosinus  de  l’angle 

r 

formé  par  les  deux  sphères  a,j  et  ak  du  polysphère  Jb  (28°)  : 
~^jj  = 1 • 

On  reconnaît  de  suite  que  A = AA',  A étant  la  matrices-aire 
du  28°.  Donc  la  matrice  A est  une  hypoherrnitienne  de 
van  y q. 

La  formule  générale  des  matrices  /j-aires  l\  telles  que 
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PP'  = A,  est 

i 

P — A*W,  W = orthogonale  réelle  /2-aire. 
l 

Donc  A = A"  W,  W étant  convenablement  choisie. 

Reprenons  les  définitions  et  notations  du  290. 

La  matrice  A"  = [ZJA]  définit  un  polysphère  3C,  d’ordre  p et 
de  rang  y , situé  sur  un  S,f  et  constitué  par  les  p sphères  llj  de 
coordonnées  l°/k  = l°kj  j 7,  k=  f,  2,  . . p J.  Il  existera  donc  au 
moins  une  W,  que  je  nommerai  u~\  telle  que  la  matrice 

t 

p- aire  A = A ~ u~'  ait  ses  p — q dernières  colonnes  formées  de 
zéros.  A = \cijk j,  avec  ajk  — o pour  A\>  q , fournira  un  poly- 
sphère ch,  tel  (pie  celui  du  28'',  aux  p sphères  ctj. 

Admettons  qu’il  existe  une  seconde  W,  que  je  nommerai  e-1, 
± 

telle  que  A'c-1  — B = f bjk  |,  avec  bjk  — o pour  k q , soit 
encore  une  matrice  /;-airc,  à p — q dernières  colonnes  com- 
posées de  zéros.  B fournira  un  second  polysphère  ML  d’ordre  p 
et  de  rang  y,  aux  p sphères  b j. 

On  verra,  comme  au  290,  que  B = Ace,  w étant  la  même 
/;-aire  qu’au  29°.  Alors 

bjk  — aJ'AV^  ( /•  = 1 , 2,  ... , q ), 

r 

c’est-à-dire 

b;=Claj]  = <_-'laj], 

.pétant  la  même  y-aire  qu’au  290. 

Revenons  maintenant  à notre  réseau  Ry  du  28°. 
L’orthogonale  réelle  y-aire  £ est  effectuée  dans  le  réseau  R(/. 
Les  deux  polysphères  de  Uy,  savoir  : 

<A>  correspondant  à la  matrice  A, 

ML  » » p 


ne  différent  donc  que  par  l’orientation,  puisque  4O 
l’un  dans  l’autre. 


es  transforme 
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Si  l’hypohermitienne  A de  rang  q esl  donnée,  l’hypohcrmi- 
± 

tienne  A"  se  calcule  sans  ambiguïté.  On  calculera,  ce  qui  est 
toujours  possible  eu  égard  à 2 p°,  une  orthogonale  réelle 

j 

p-aire  W,  telle  que  A = A*  W soit  une  matrice  aux  p — q der- 
nières colonnes  composées  de  zéros.  La  matrice  A donnera  un 
polysphère  A,  d’ordre  p et  de  rang  q,  tel  que  les  p sphères  aj 
de  JF  forment  deux  à deux  des  angles,  dont  les  cosinus  sont  les 
coefficients  À/A  de  A.  Tout  autre  polysphère,  doué  de  cette  pro- 
priété, ne  différera  de  Jb  que  par  l’orientation. 

Ainsi  : pour  une  matrice  hypohermitienne  p-aire  A don- 
née, te  polysphère  X est  connu  à V orientation  près. 

Autrement  dit  se  trouve  résolu  le  problème  suivant  de  Géo- 
métrie : 


Construire  un  polysphère  dont  on  donne  l'ordre,  le  rang 
et  les  angles. 

Les  angles  ne  peuvent  être  pris  au  hasard,  car  les  p'1  cosinus 
\jk,  "hjj—  1 doivent  être  les  éléments  d’une  matrice  hypoher- 
miticnne  du  rang  donné.  Si  cette  condition  est  remplie,  la  con- 
figuration du  polysphère  est  unique  et  bien  déterminée,  l’orien- 
tation restant,  comme  c’était  évident  à priori,  indéterminée. 

La  matrice  A joue  un  grand  rôle  dans  les  présentes 
recherches.  On  raisonnera  souvent  sur  les  A et  non  sur  les 
polysphères. 

3i°  A côté  de  A = Ap  se  place  une  autre  matrice  p-aire 
V = V que  voici  : 


1 ( 

2 / j 2 

2>M3 

2 ^ 1 !>  1 

1 0 

1 

2 X.73 

2 X2p  J 

0 

O 

j 

. . . 

: | 

|o 

• 

• 

. . . 

0 

1 

0 

0 

1 

MATRICES  A ET  V. 


53 


On  a entre  V„_,  et  V une  formule  de  récurrence 


2 X 


I/' 


Vp-1 


I 


o o 


2 ^p-i,p 
o i i 


32°  Calculons  la  matrice  /A-aire  Yp'  y qui  existe  toujours, 
puisque  | Vp|  = i . 

On  voit  de  suite  que  V~f  est  de  même  nature  que  \p.  La  dia- 
gonale principale  contient  p éléments  égaux  à Funité,  tous  les 
éléments  d’un  coté  de  la  diagonale  principale  étant  des  zéros. 


i 2 ;j.12 


o 


v-‘  = { • • 

I ° • 

( o o 

Introduisons  le  symbole 


i 

o 


2 [•*■)  p 


2 [A„, 


2 


cio-  - 
31  ©• 


OU 


sig  nu  m 


défini  par  les  égalités 


i ' 


SIg  .Z  = i O 


SI 

si 

si 


Z >•  o 
Z — o 
:<o 


On  aura 

(sig.  z)  x (sig.  z')  = si g.zz'. 

On  pourra  écrire  (j,  k = i , 2,  . . . , p)  : 

O L*  = Jï  + sig. (A  — /);  = vJk;  \jk  — ykJ -r 

[ V“1L-*=  M-y  4-  J I 4-  sig.  (A-  —j)  J = wjk  ; lijk=  [J.kJ. 

Exprimons  que  VV-'  = E ; il  viendra 


V ( f pour  l =z  j | 

>/V  <x"’ak=  /.  ; 

T ( o pour  kÿéj  j 


a — 1 9 

O > 


De  là 

V v , 

1 = 7 .V  irfWrt;—  > A 


y a yy  cl  j ^ ^aPvaji  + sig.(x  — /)(  J i si  g. (y  — x)|; 
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si  y f a,  le  coefficient  de  est  nul.  Il  11c  reste  ainsi  que 

1 — ^ Vj*Wa.j~  e jjwjji 
a 

ce  qu’on  savait. 

Prenons  maintenant  y f A 


(i)'  o = y^  iyaw'a*=2  ! ' ■+“  siS-  (a  — 7 )|  1 1 + siS- (7*  — a)j- 

« a 

Le  coefficient  de  A/a aa*  dans  la  somme  ^ est  zéro  si 

a 

a — / <o  ou  /»'  — a < O. 

Il  n’y  a à retenir  dans  la  somme  V que  les  entiers  a tels  que 

a 

a — ,/  = o et  />'  — 7 > o, 

c’est-à-dire 

/ 2 7 f:  /i,  j A'  et  7 zrz  j . / — I — l , — I , />  • 

Après  départ  de  2,  (1)  devient 

tX—k — 1 

( I ) o = Ay/,  + a j /.  4-2  > Aya 

a = /4- 1 


33°  La  formule  (1)  permet  de  calculer  tous  les  y..  Disons 
({tic  p./  /+Kest  de  categorie  Iv;  la  catégorie  sera  l’excès,  K=A— y , 
du  second  indice  sur  le  premier.  Dans  la  formule  (1)  ci-dessus, 
la  somme  à k — y — i = K — 1 termes 

a = /•  — 1 

V 

a = / + 1 

ne  contient  que  des  u.  de  catégorie  moindre  (jue  Iv.  Ainsi  : 
(1)  est  une  formule  de  récurrence  qui  permet  de  calculer 
tout  u.  en  fonction  des  p.  ayant  une  catégorie  moindre. 

Pour  Iv  = f , k — y 4-  1 , 

h J- fi  + V-j.j+i  = o ; V-jj+i  = — h,  j+v 
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Pour  K . = 2,  A-  =j  -+-  2, 

o =r  v-jj+ 2-+-  2'kjj+ 1 ^y+i,y+*; 

— I xj,  j+ 2 = L,  y+2  — 2 h,  j+ 1 • '+2* 

Pour  K = 3,  A —j  -h  3, 

O = Xy)y+.3+  [Xyiy>3H-  2 X j J+\  P/+U+3  2 Y/\ /'+' 2 !Ay+2,y'+3> 

d’où  ou  tirera  puisque  [*,-+,  j+a  et  pv+2,y>3  sont  con- 

nues, .... 

Les  [M//(  se  calculeront  ainsi  de  proche  en  proche  et  Y se 
trouvera  construite. 


de  là 


34°  On  a évidemment 

2A=zV  + V'. 

Désignons  par  2 T la  matrice  alternée 

2t  = v— v'; 

V = A + T,  V'  — a — T. 

On  désignera  par  2M  la  matrice  symétrique 

2 M — V— ‘+V'-1 

(construite  avec  les  p.  comme  A l’est  avec  les  A)  et  par  ‘*G  la 
matrice  alternée 

2 5 — V-1  — Y'-1 

(construite  avec  les  u comme  T l’est  avec  les  X);  an  aura 
encore 

V-'nM  + e et  V'-1 1=  M — f?, 

d’où 

E = (A  + T)(M  h-  G). 


35°  Supposons  | T | = 1 et  calculons  T\ 

Posons  I = | tjA\,  l-1  = [Ty*],  et  (sig.  j comme  au  32°) 

tjk=  Xy7,  sig.  ( k —j)  ; zjk  — — xkJ. 

Le  déterminant  gauche  |T|  ne  peut  être  ^o  que  si  />  est 
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pair.  Alors  |T|  est  le  carré  d’un  pfajfien  qu’on  désignera, 
suivant  l’usage,  par 

to  — ( I , 2,  . . . , p)  0 2 ^34  • • • tp—l , p~^~  • ‘ • > 

I T | — *0?  — > 

(pour  toute  celte  théorie,  on  consultera  par  exemple  Pascal, 
Dcterminanlen,  pages  Oo  à 04).  Puisque  |T|  = i,  on  a 

d I T I 


O,/ 


V'/.'  — 


Ot 


y* 


j 7^  k- 


Mais  (Pascal,  formule  de  la  page  03) 
d I T I 


otjk 


(— i )/+*-' œ£i (y,  k), 

ü(y,  k)  = (i,  2,  — i,  j + J, A — i,  A -h  i,  . 

Enfin 


(')  */*  = (—  *). 

La  formule  donnera  tous  les  Ty*  où  y <è  A ; cela  suffit  puisque 
T-1  est  alternée. 

On  remarquera  qu’en  supprimant  dans  le  polysphère  JU  deux 
sphères,  layieme  et  la  A'"'lue,  on  a une  matrice  alternée  analogue 
à T,  où  le  pfaffien  est  précisément  Ü(y  , A ). 


30°  Un  cas  qui  aura  pour  nous  (Chapitre  IX,  ioo°)  une 
grande  importance  est  celui  où  l’on  a co  = i , 

| T | — i , g = |(V-*~V'-*)  = T-»  (34°). 

G est  construit  avec  les  g/7f  comme  T avec  les  \ik.  Dans  la 
formule  (i)  du  35",  il  faut  faire  Ty*  = gy/(,  A\>y;  alors 

[ v-jk={—  Oy+*û(y,  A-), 

( !;v,  y+ * = ( — i )* ü (y  ,y  + * ) • 

Les  g sont  (33°)  des  polynômes  connus  en  X,  et  il  vient 
ainsi  diverses  relations  entre  les  Xy7f. 

3y°  Soient  £y  et  Y]y  (y  = i,  2,  ...,/>)  2/>  variables  quel- 
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conques  qui  prendront  plus  tard  (Chapitre  \ III,  Seconde 
Partie)  une  signification  plus  précise.  La  lettre  V désignant 
toujours  la  même  matrice  que  plus  haut  (|3i°),  je  poserai 

Y p ^ /)  ( i • • • i î/J  ) 1 > • • • 1 ri/i  ) 1 


et  je  chercherai  une  formule  de  récurrence  entre  Yp  et 
Yp  sera  un  déterminant  à (p  -+- i)2  éléments,  ainsi  formé. 
Prenons  la  matrice  /j-aire  Vy,  et  encadrons-la  : 

D'une  ( /; -h  i colonne,  formée  par  les  p termes  H,, 


■2  5 


? 5 • 

1 ^p—  I 1 


D’une  (p  h-  i)ieme  ligne,  formée  par  les  p termes  y],,  . . .,  rip. 


Enfin  dans  le  déterminant  Yp  l’élément  de  la  ( p -+-  i )KUU‘ 
ligne  et  de  la  (p  -+-  i)ieme  colonne  sera  zéro. 

En  un  mot,  si  nous  faisons  usage  de  la  formule  de  récur- 
rence pour  les  Yp,  démontrée  au  3i°,  on  écrira 


1 

y 

r 

M 

V„-I 

i 

i 

2 X 2 p 

Y 

Y 

i 

. 7 

Y 

- 

Ç P - 

0 o 

o 

i 

Y 

- 

rt,  r(2  ... 

Ti/> 

o 

38°  Développons  le  déterminant  Yp  par  rapport  à la  pHnui 
ligne,  l’avant-dernière;  il  n’y  a de  yé  o,  dans  cette  /é'me  ligne, 
que  le  pume  élément,  qui  est  i,  et  le  (p  -t-  i)ième,  qui  est  rcp. 
Il  viendra 


(o)  Yp—-  a — GC 

où  A est  le  déterminant  à p'2  éléments 


\ 


p- 1 


y 

■=1 

r 


’ P~\ 


T.l  r,2  •••  rip- 1 


c’est-à  dire 


o 
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tandis  que  Ci  est  le  déterminant  à p2  éléments 


2 X 


Vp-, 


I p 


2 — 1.  /' 


’i  p- 1 


•ip 


G n’est  pas  autre  chose  que  ty,,  où  l’on  a remplacé  les  élé- 
ments de  la  p',me  et  dernière  colonne  par 

2 X | p , 2 X 2 . •••  y 2 Xp  — ) , ^ />  • 

Remarquons  que  dans  G le  coefficient  de  y)/;  est  | \ , | = r. 

11  viendra 


G — Ti  H-  2 


2 


/= i 


dvy, 
Ù'/ 


Remplaçons  dans  la  formule  (o)  ci-dessus,  d et  G par  leurs 
valeurs,  nous  aurons  la  formule  de  récurrence  cherchée 


(0 


•Çp=Vp_ , — 2$ 


p — 1 ' 'S/J  ‘i  p * ^p  / , pl 

-amâ  Oïl 


e,  X h 


àV 


p- 1 


l — - I j 2 , — 


3q0  Celle  formule  permet  de  calculer  les  y de  proche  en 
proche  en  partant  de 


G, 


O 


Par  exemple 

G 2 — G [ £2  rl  2 + 2 X [ 2 7)  | 


kl2  ï\ 


I 2 X, 

O I U, 

TI I T(  2 O 


= — *)*£*  + 2 XjaTfj!  $.>  • 


ru 


ce  qui  est  exact. 

La  formule  (1)  du  38°  est,  la  formule  fondamentale  de  tout  le 
présent  Mémoire. 

C’est  ce  (juc  l’on  constatera  au  Chapitre  VI II. 
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4o°  Nous  dirons  que  p sphères  «y,  de  coordonnées  cijn 
(j  = i , 2,  ...,p  ; i = i , 2,  . . . , n),  sont  linéairement  indépen- 
dantes, lorsqu’il  n’existe  aucun  système  de  relations,  au 
nombre  de  n , 


— O j 


K;-  co nsi., 


où  une  des  ^quantités  k n au  moins,  est  yé  o.  Àutrementdit(2()°) 
on  n’a  aucune  relation 


£ 

V 


Le  système  du  2(i°  s’évanouit. 

Il  faut  et  il  suffit  pour  que  les  sphères  soient  linéairement 
indépendantes  que  l’ordre  p soit  égal  au  rang  ou  que 

I A I 7^  °- 
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4i°  A côté  de  A = et  V = V^,  se  placent  deux  autres 
matrices  y?-aires 

® = et  P = 

qui  jouent  aussi  un  grand  rôle  dans  la  suite. 

£ = _ V'V-i;  | «!='(-  O"; 

mais  l'introduction  de  laquelle  est  d’ailleurs  semblable  à <j?, 
exige  des  explications  plus  compliquées. 

42°  Reprenons  le  polysphère  x du  28°,  le  tableau  ||  ajr  ||  et 
la  matrice  p- aire  A.  Envisageons  dans  un  réseau  llv,  de  rang  y, 
la  sphère  courante  x , ayant  pour  coordonnées^,  r = \ ,2, . . q. 

43°  Maintenant,  dans  un  S7„  réseau  de  rang/?,  prenons  une 
sphère  courante  Z,  de  coordonnées  Z y,  y = 1,2,...,  /?.  Nom- 
mons !;  la  sphère  Z dont  les  coordonnées  Z,  sont  proportion- 
nelles aux  expressions  du  2b0 


Les  sont  liées  par  les  p — q relations  du  système  Aip_vdu  2G0. 
Donc,  quand  la  sphère  x parcourt  Ry,  la  sphère  H parcourt  un 
réseau  Sy,  de  rang  y,  situé  dans  S^.  Nommons  enfin  3yj _v  le 
réseau  de  Syj,  complémentaire  à S,r 


()I 
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La  substitution  /)-airc  effectuée  sur  les  Z y donne  une  cer- 
taine transformation  <£  de  l’espace  Sp,  que  je  me  propose  d’exa- 
miner de  plus  près.  On  fera,  au  préalable,  dans  Sy,  un  change- 
ment de  variables  de  nature  à simplifier  l’expression  de  (î. 

44°  Soient  A0  une  forme  canonique  de  l’hypohermitiennc  A 
et  D,  D' = IJ-',  la  canonisante  correspondante,  réelle  et  ortho- 
gonale. 

On  aura 

A — Da0  D',  (£  — D^D',  V = DV0D',  V'=DV'0D', 

La  transformation  par  D ne  modifie  pas  les  formules  qui  ré- 
sultent soit  de  la  multiplication  des  matrices,  soit  de  leur 
transposition. 

4 )°  Faisons  dans  Sy,  le  changement  de  variables  Z = D[£]. 
La  substitution 

Æ = |Z  £[Z]| 

devient 

K D'«D[Çj|  = |Ç  ®0[Ç]  | = 

La  relation  \ — A |x]  symbolise  les  égalités 


De  là  successivement 

5 = D[5],  5 = D'[S]=D/A[a?]  = B[«]. 

La  matrice  //-aire  13,  de  rang  <7,  a,  comme  la  matrice  p-aire  A, 
ses  p — q dernières  colonnes  composées  de  zéros. 

46°  La  relation  connue  A — AA'  donne 

A = DA0  D'  = AA'  ; A0  = D' AA'  D = BB'. 

Far  suite,  comme  au  Chapitre  précédent, 

B = A f W, 

W étant  une  certaine  /J-aire  réelle  et  orthogonale. 
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(i‘> 


On  a 


P — 7 


où  ^ est  une  y-aire,  4 ^(w,  e)=V  lrurvr , = positif;  un,  est 

r 

une  y-aire,  est  une  (p  — y)-aire,  est  un  Tableau  à 
y lignes  et  p — y colonnes,  etc. 

La  matrice  p-aire  B a (45°,  in  fine)  ses  p — y dernières 
colonnes  composées  de  zéros  et  s’écrit 


0 

y (r-, 

e (t’o 

- AOY-- 

o/î> 

0 

0 

0 
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L’identification  donne 

DZ  = o,  wt  — o ; | W | = | wx  | | ^ o- 

Alors 


/ 

wi 

“’3 

0 

K 

= W'=  W‘  = 


wV 

0 

par  orthogonalité,  d’où 

tv3=  o. 

Bref,  Mb  = 4^w4,  wx  — orthogonale  réelle  çr-aire. 

j. 

Dans  la  relation  B = AJ  W effectuons  sur  lcsa?r  la  y-aire  w~K . 
Cela  ne  change  que  l’orientation  du  polysphére  X.  Il  est  licite 
finalement  de  faire 

B — Ao>  B(«>  v)  =S  C “>•  (v 

r 

La  relation  z = B [a? J donne 

( 0 ) r — trXn  '■'q+s  — O (5  — 1,2,  JJ  — <7  ). 

Ainsi  : avec  les  variables  courantes  1 du  45°,  les  p — q équa- 
tions clu  système  xp_,f  du  43°  sont 

Y 

^q+S O, 

tandis  que  la  sphère  courante  l du  réseau  S7  est  dé  finie  par 
les  q paramètres  Zr  proportionnels  à zr  = lrxr. 

47°  Effectuons  dans  le  réseau  S/;  la  p-aire 

®.=  K «o[C]|, 
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()â 


laquelle  (45°)  est  la  />-aire  exprimée,  non  plus  en  variables  Z, 
mais  en  variables 

Considérons  l’expression,  g j = const., 


» =2  =2  [JW  m- 

/ 

A quelles  conditions  nécessaires  et  suffisantes  doivent  satisfaire 
les  p constantes  gj  pour  que  co  possède,  vis-à-vis  de  <£0,  l’inva- 
riance absolue? 

[co]  = LgÇ,  [Ç]  = [*  ] = CO  et  g = [*]. 

= — V'-«V0,  puisque 

Æ = — V'V-1,  ^ “ — V7- 1 Y. 

Alors 


* = - v'0->  v0  [g]  ; v;  [^]  -h  V0  [g]  = ( v0  -h  v;  ) [g]  =a  a0[^]  = o, 

c’est-à-dire 

A0[^]  = 0, 

ou,  non  symboliquement, 

l\gr=  © (r  = i,  2,  . . v), 


puisque 


Ao  (w>  <’)  =5!  lrurvr. 


Comme  lr  est  positif,  il  vient  finalement 

<r  o 

£>  1 

Ainsi  : co  = 'Lg'Q,  sans  contenir  contient  les  p — q va- 
riables 'Ç(J+S  d’ une  façon  quelconque . 

admet  pour  invariant  le  système  z(/hs  = o,  qui  dé- 

finit et  la  transformation  <£  (ou  Æ0)  c'/c/,  réseau  Sy,  laisse 
fixe  le  réseau  S?,  c/o/^  /es  ce*7-1  sphères  \ sont  permutées  sim- 
plement entre  elles. 


48°  Construisons  la  matrice  de  la  substitution  <£0  supposée, 
ce  qui  est  licite,  effectuée  sur  les  z-j,  proportionnelles  aux  *(/• 
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<?0  multiplie  par  l’unité  chacune  des  p — q variables  donc 
il  vient 


A = matrice  «y-aire  ; 

E m matrice  ( p — </)-aire 
unité  ; 

Q,— Tableau  à q lignes  et 
p — q colonnes. 


q p — q 

(-i)P=|ff0|  = |A[. 

49°  Dans  le  réseau  Sy,  défini  par  les  p — q équations  zq+s  = o, 
<£0  se  traduit  sur  les  q variables  zr  par  la  substitution  ç'-aire  A. 
On  a = lrxr( 46°)  ou,  symboliquement,  z — je  | x],  la  ^-aire  .e 
étant  telle  que  (4b°) 

-C(W,  «0=2  lfXr  II,-. 


La  substitution  ^r-aire 

I Zr  A [3,.]  | 

se  traduit  sur  les  xr  par  la  <y-aire 

P = l * -C_-1  A-^[^r]  | = | >27  P[*]|. 

Nommons  L la  /;-aire,  telle  que 

s = r-q 

L(«,  v)  = £(«,  e)  -h  V Uq+tvq+t, 

S=z  1 

|L|  = Kl^o. 

1 osons  enlm 

* = L--«0L  = L->D-'«DL  = (DL)-<®(DL). 
Telle  est  la  matrice  p annoncée  au  4 1 ° ; 

IP|  = |'î|  = 
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()() 

On  remarquera  que  la  matrice  L n’est,  en  général,  pas  ortho- 
gonale. 


:jo°  On  voit  de  suite  que 


= L-*«0L  = 


puisq  ue 


Q. 

0 

e 

0 

v 

o 

0 

E 

P 

■Cr'Q. 

0 

E 

0-1 

0 

0 

E 

P 

Q 

0 

E 

5t°  Cherchons  la  structure  de  p.  Celle  structure,  puisque 
P est  semblable  à (I?,  est  celle  du  faisceau 

p e — (r  — p e -h  v'  y -*  = (p  v + v')  y-1, 
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c’est-à-dire,  par  équivalence  et  en  vertu  du  théorème  de 
W eierstrass : 

La  structure  de  p est  celle  du  faisceau  p \ + V. 

52°  Je  vais  construire  les  divers  successifs  de  p,  en  suppo- 
sant (seul  cas  qui  ait  de  l’intérêt  pour  nous  dans  la  suite)  que 
la  <y-aire  P,  à effectuer  sur  lcsx,.,  est  orthogonale. 

On  a évidemment 

| P e - p ) | = <i>(p)  = (?  - i)'-*<p(p)  = (p  - 'V"1 1 PE  - p 1» 

les  polynômes  en  p,  <I>  et.  o avant  respectivement  les  degrés  p 
et  q. 


53°  Soit  //,  une  racine  de  o ( p ) , ///-uplc  et  différente  de  1 unité. 
Considérons  le  système  symbolique  12 

(«h  — P)0]  = o, 

12  comprend  d’abord  p — q équations  (u  — i)zç+s  — o 
ou  z){.bs  = o,  5 = i , 2,  . . . , p — évidemment  toutes  distinctes. 

12  comprend  ensuite  les  q équations  ( u E — P)  [3]  = o.  Par 
hypothèse,  P est  orthogonale  et  n’a  ( 220  des  Préliminaires)  que 
des  successifs  simples.  Donc,  le  rang  de  | wE  — P | est  q — m, 
excès  de  l'ordre  q de  P sur  le  degré  de  multiplicité  m de  la  ra- 
cine u (22°des  Préliminaires). 

Les  q équations  («E  — P)[;]  = o se  réduisent  à q — m dis- 
tinctes; les  p équations  de  12  se  réduisent  à 

( P — q)  -r-  (7  — m)  =p  — m 

distinctes.  Le  rang  de  | «E  — p | est  égal  à l'excès  de  l’ordre  p 
sur  le  degré  de  multiplicité  m.  Donc  la  racine  udc  V équation 
caractéristique  de  différente  de  V uni  lé,  ne  fournit  que 
des  successifs  simples. 


5 i°  Passons  a la  racine  unité,  que  nous  supposerons  cr-uplc 
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dans  l’équation  o(p)  = o,  o tv<q.  La  racine  sera 

(a  +/>  — 7)-uple 

pour  O(p)  = o. 

Le  rang  de  | E — p | sera  le  même  que  celui  de  | p V -h  V'  | (5 1°) 
pour  p — 1 . Mais  | V -h  V'  ] ou  | A | a le  rang  q.  Dans  le  déter- 
minant | E — f)  |,  la  racine  unité  donnera  p — q successifs, 
puisque  s’évanouissent  les  (p  — q — i)it>mes  mineurs,  mais  non 
tous  les 

( p — rj)',èmes. 


55°  Les  p — q successifs  seront 

(p_i)i+S,  (i=o,  iï2>.  .,p  — q — O, 

les  Os  désignant  des  entiers  non  négatifs  et  dont  la  suite  n’est  pas 
croissante 


avec 


d’où 


2 > ? > > n > > ri  > n 

= Cjl  =:  • • • - • • • — ”p—q—l  ~ ^ ? 


y\  o + Lo —p — q ■+■  os= v + p — 7, 


.le  vais  chercher  la  valeur  de  o0  et  construire  à ccl  effet  (pE — ID)-1  • 
56°  On  a 


P K -P 

-Q 

0 

(P-i)E 

= pE  — Vi 
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d’où 


S 

ü 

0 

E 

P — 1 

S est  une  matrice  glaire  ; j 
ü un  tableau  à q lignes  > à construire, 
et  p — q colonnes,  ) 

Un  calcul  simple  donne  le  produit  des  deux  matrices  précé- 
dentes, lequel  doit  être  égal  à l’unité. 

Il  vient  ainsi 


E 

0 

0 

E 

( p E — P ) S 

( p E — P ) u — ^ p — i )-1  Q 

0 

E 

p-q 
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L'identification  donne  : 

E = (pE  — P) S,  d’où  S ~ ( p E — P)-1; 

(pE  — P)-‘0 

o = (pE  — P)  n — ( p — i )— 1 Q,  d’où  ü — - — — — — 1 

r 

Nommons  : 


^(pL  le  produit  obtenu  en  multipliant  ensemble  les  diviseurs 
binômes  de  ç(p)  = | pE  — P |,  chacun  avec  l’exposant  un 
seulement,  y le  degré  de  ^(p); 

T (p),  le  polynôme  i*(p)  = (p~ 

G (oa  " ),  une  matrice  p- aire  (ou  ^-aire)  dont  les  éléments  sont 
des  polynômes  en  p,  premiers  entre  eux  et  de  degré  inférieur 
à y H-  gî  (ou  y). 


On  aura  (Préliminaires,  27°) 


(PE_P)-i  = 


( P E V )— 1 — 


'GpL 


reste  à calculer  l’exposant  cr. 


O70  II  vient  pour  S et  12  du  56° 

tr  o 

M O » V 


S = 


<M?)  (p  — O'Hp) 

est  évidemment  le  plus  petit  commun  multiple  de 

'Mpb  (p  — 0'-Kp)>  p — >• 

Si  (5/|°)  cr  = o,  ’^(p)  n’est  pas  divisible  par  p — 1 . 

'i’(p)  = (p  — O'Hp)- 

L'exposant  gt  du  56°  est  un.  Les  successifs  sont  simples. 


58°  Réciproquement , si  les  successifs  sont  tous  simples,  <7 
est  nul;  en  effet  la  racine  1 possède  (54°)  le  degré  p — q - f-  7 de 
multiplicité,  tandis  que  le  rang  du  déterminant  p-aire  |L  — PI, 
ou  | V — V'  |,  ou  | A |,  est  q.  On  doit  donc  avoir  (220  des  Préli- 
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min  a ires) 


7=  p — (p  — q + 7), 


d’où 


7 = 0. 


09°  Faisons  donc  <7 > o,  ^(p)  = (p  — I)7.(p)-  Q = °> 
■^F(p)  = lep.  p.  c.  m.  entre  p — 1 et  <|/(p).  Alors  TF(p)  — '-(/(p). 
Les  successifs  sont  encore  tous  simples. 

Prenons  enfin  g ^ > o,  Q -f  o,  (p)  = p.  p.  c.  m.  entre  p — 1 , 

(?  — ')/.(?)  ct(?-  i)3/.(f);'r(f)  = (?- 

Le  premier  successif  est  double.  Avec  les  notations  du  55°,  on 

ao0=  1.  Comme  les  os  11c  forment  pas  une  suite  croissante, 


égalité 


V - 

» — > °s-, 


montre  (pic  les  cr  premiers  0 sont  égaux  à Y unité,  les  p — q — cr 
suivants  étant  nuis.  Jl  faut  que  cr  <p  — q. 

lin  résumé,  pour  Gf>o  cl  Q f o,  on  a,  d'abord 

ensuite  les  g premiers  successifs  sont  doubles,  tandis  que 
les  p — q — g suivants  sont  simples. 

do0  Un  cas  particulier,  important  pour  la  suite,  est  celui  où, 
dans  la /?-aire  Jl,  la  y-aire  P se  réduit  à l’unité. 

Alors,  cr  = q.  Les  successifs  ne  peuvent  être  tous  simples  (58°) 

et 

lI’(p)  — (p  — O2- 

Puis  (59°)  q <p  - q , p<2q.  Il  y a q successifs  doubles  et 
p — iq  simples. 

f)i°  Je  dis,  pour  exprimer  ce  cas  P = E,  que  le  polysphère  A 
est  fermé.  On  trouvera,  au  Chapitre  IX,  la  théorie  détaillée 
des  polysphères  fermés.  Mais  je  vais  indiquer  de  suite  les  pro- 
priétés essentielles  de  semblables  polysphères,  ainsi  que  des 
matrices  A et  V correspondantes. 
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On  vient  de  voir  que 

(pE 


— V) 


— i 


(P  — O2 


où  G est  une  matrice  p-aire  dont  les  p-  éléments  sont  du  pre- 


mier degré  en  p. 


p a la  même  structure  (5i°)  que  le  faisceau  p V h-  Y'.  Donc 

pB  + C 


(pV  + V')-'zz 

B et  G étant  des  matrices  p-aires. 
Il  vient  de  là 


(p  — O2 


(p-i)»E  = (PYH-V')(pB  + C), 
c’est-à-dire  en  identifiant 

E = VB  — Y'C  = — ^ (VC  + V'B), 

ou  bien 


(o)  B = V~1,  C = V'~1,  aE+VV'^+V'V-^o. 

Introduisons  (34°  et  36°)  les  matrices 

aT=V- V',  2 S = V-1  — V'— 1 ; 

un  calcul  simple  donne,  eu  égard  à (o), 

Y V'-1  + Y'  V-1  = 2 E — 4 TG  = — 2 E, 

c’est-à-dire  Tg  = E,  les  deux  matrices  T et  G sont  inverses 
t une  de  V autre. 

De  plus,  dans  la  relation 

lPE-p|  = |pV  + Y'|  = (p-i)',  • ; 

faisons  p = — j ; on  a 

(—  i)/5 1 V—  Y'  | = (—  i)pip  | T | = (—  i)P2P\ 

enfin 

1TI  — |e|  = i- 

Comme,  d’une  façon  générale,  |fl|  = (—  i)p  = |P|  (49°,  in 
fine)  et  que  P = E,  il  faut  que  | P | = i et  p est  pair. 


02°  En  résumé,  pour  un  polysphère  fermé  d ordre  y?  et  de 

« 

rang  q,  on  a : 

p pair  ; pt  iq\  ] T | = i ; T5  = E. 


On  verra,  au  Chapitre  IX,  que  la  condition  T S = E suffit  à 
rendre  fermé  le  polysphère  Jt>,  la  matrice  A étant,  bien  entendu, 
une  hypohermitienne  d'ordre  pair. 
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SPHÈRES  INVARIANTES;  FAISCEAUX  INVARIANTS;  SEMICANONISATION. 


03°  Soil  S une  orthogonale  réelle  /i-aire.  L équation  carac- 
téristique  D 

| p E — S | = o 


aura  N couples  de  racines  imaginaires  conjuguées,  la  ra- 
cine X-uple  i , la  racine  v-uple  — i,  avec 

n — 2 N + )i  + v. 


Le  produit  des  n racines  est  [ S | = ( — i)v. 

On  distinguera  les  orthogonales  droites , où  v est  pair  et 
S | = i gauches,  où  v est  impair  et  | S | = — i . 


64°  D’après  ce  qu’on  a vu  dans  les  Préliminaires  (220)  : 

S est  canonisable  et  a tous  ses  successifs  simples. 

Si  u est  une  racine  multiple  de  D,  avec  le  degré  m de  mul- 
tiplicité, le  rang  du  déterminant  | uE  — S | est  n — m. 


65°  Je  me  propose  de  faire  une  étude  de  la  façon  dont  S 
transforme  les  ce"-1  sphères  de  l'espace  Il„.  On  cherchera 
notamment  : 

Les  sphères  invariantes,  que  S transforme  en  elles-mêmes; 

Les  réseaux  invariants  IV  (ni  < //),  tels  que  S permute 
ensemble  les  co"'-1  sphères  de  Rra'. 

On  étudiera  surtout  les  faisceaux  invariants,  c’est-à-dire  le 
cas  n'  — 2. 
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Prenons  d’abord  une  racine  réelle  u = ± i de  D,  m-uple. 

6()°  Cherchons  une  sphère  réelle  x,  telle  que 

= ou  («E  — S)[.r]  = o.  (U). 

Les  n équations  du  système  U se  réduisent  à n — m dis- 
tinctes, d’ailleurs  à coefficients  réels.  Eu  égard  aux  théories  du 
Chapitre  lll,  on  voit  que  le  lieu  de  la  sphère  x est  un 
réseau  R/w,  de  rang  ni. 

Si  u = i , S laisse  invariante  chaque  sphère  de  R/jn  au  nombre 
de  ce™-  ’ . 

Si  u = — i , S change  chacune  des  cc  m~*  sphères  en  la  sphère 
contraire  (4°). 

67°  Prenons  maintenant  deux  racines  imaginaires  conju- 


guées 


p — e'°,  p — e~'°. 


Considérons  une  solution  complexe  z du  système  complexe 
(°)  S[$/]=p||  (/  = i,  2,  . . n). 

Comme,  vis-à-vis  de  l'orthogonale  S,  l’expression  est 
un  invariant  absolu,  on  aura 


Vy=2 

1 1 


(S[î,])s=p*yy,  (.-f!)V5! 


o. 


Or, 


1 -fV» 


et 


VÏ2  


O. 


Posons  W/-+-  ivt  ; uh  r,==  réelles. 

11  viendra 

0-V^-v(m4.jV)!:_vkJ_v()S+  2 iZuV, 


c est-à-dire 


K2  = x u-  — x 


V — O. 


L hypothèse  K = o donne  z(~ 


o et  est  absurde. 
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Le  système  (o)  ne  fournit  que  les  rapports  des  on  peut 
diviser  par  K,  ce  qui  revient  à faire 

I = ^ Uj  = ^ vJ,  O = ^ Ufij. 

I l l 

Me  reportant  au  Chapitre  I,  je  puis  parler  des  deux  sphères 
réelles  et  orthogonales  u et  v,  ayant  ut  et  vt  pour  coor- 
données. 


68°  Eu  égard  aux  théories  du  Chapitre  IV,  on  s’assure 
immédiatement  que  : 

La  matrice  binaire  A,  afférente  au  disphère  u et  pcst 


I A | — 1 ^ O. 


Le  disphère  définit  un  réseau  (ou  faisceau ) de  rang 
deux,  IL. 

IL  est  connu  dès  que  sont  connues  les  racines  complexes  e'9 
ou  c-'9,  qui  donnent  le  même  faisceau  IL. 


69°  Le  faisceau  IL  possède  vis-à-vis  de  S la  propriété  de 
V invariance,  c’est-à-dire  : S remplace  toute  sphère  w de  IL 
par  une  sphère  du  même  faisceau. 

Soient,  en  vertu  des  explications  du  25°, 

Wi  — X u.(  4- 


les  coordonnées  de  w.  On  a,  puisqu’il  s’agit  de  sphères, 
1 = - w-  — À2  -h  ij.2,  car  Zuv  — o; 

de  là  : 


\ = COS  CD, 

J 7 


jj.  — sin  <p. 


Mais  (67°)  on  a symboliquement 

S [ $ ] — p 5 = ( cos  0 4-  i sin  0 ) ( u 4-  w ) 

— u cos  0 — p sin  0 4-  i j wsin04-  rcos0  j — S[«4-*V]  =S[m]  4-fS[p] 
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et  en  identifiant 

S[«]rr«  cosO  — V sin  0 
S [r  ] =n  u sinO  4-  v cos 6. 

Alors 

S[tv]  nn  S[w  COS'f  -h  V sincp] 

— cos'i  S [ «]  4-  sin  cp  S [r]  = u cos('f  — 0)4-esin(<p  — 0). 

S [oc]  est  sur  le  faisceau  IL.  c.  q.  f.  d. 

Toutes  les  ce  sphères  du  faisceau  sont  données  par  la  lor- 
mulc 

w — u coso  -h  c sin  o. 

i i 

La  substitution  S,  effectuée  sur  les  sphères  de  IL  revient  à 
ajouter  — 0 à l’arc-paramètre  o de  chaque  sphère. 

70°  Réciproquement,  tout  faisceau  invariant  peut  être 
obtenu  par  le  procédé  ci-dessus , c’est-à-dire  se  rattache  à un 
couple  de  racines  complexes  <?'°  et  e~/6. 

Prenons  sur  le  faisceau,  par  les  procédés  du  Chapitre  11,  un 
directangle  formé  par  deux  sphères  orthogonales  u et  ç. 

En  vertu  de  l'invariance  du  faisceau,  on  aura 

S [«/]  — M/COSa  4-  e/sina, 

S[t’/]  — ///cosjî  4-  C/sin^. 

Les  deux  sphères  transformées  sont  encore  orthogonales, 
d’où 

o = 2,  («/cosa-hc/sin  a)  (///cos^  4-  C/sin  3)  — cos(  £ — a)  ; 3 ne  3+". 

‘mmd  2 


Puis 

S [ (’  ] en  — u sin  or  4-  v cos  a, 

S[«4  Ô’]  = e~/a(  U 4-  iV). 

Posons  ut  4-  tV/=  on  a 

S[Ç]  = fc-'«=pÇ, 

P cst  racine  de  l’équation  caractéristique  cl  l’on  retombe  sur  le 
système  (o)  du  67°.  c.  q.f.d. 


VREMIEIIK  l’AKTIE. 
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7» 


710  Reprenons  une  racine  réelle  l = ± i.  Soit  (GGU)  une 
sphère  invariante  x,  qui  pourra  être  projectivement  amenée  sur 
la  sphère  coordonnée  H,,,  ou 


O — X i • . • — Xn_  I — xn. 

Alors,  si  S = [s,*],  j y,  /i  — i , 2,  . . 11 |, 

S n n ——  L 1 sj  11  — O 

et,  par  orthogonalité, 

Si,  J — O, 

puisque  S'=S~‘  doit  admettre  la  même  sphère  invariante; 
alors  la  rc-aire  S,  ou  SM,  est  telle  que 

1 ( U\}  • • • > u n— 1 j 1 1 > • • ■ ? *’/i— 1 ) • 

Si  la  ( n — i)-aire  orthogonale  S„_n  admet  encore  une  racine 
réelle  pour  son  équation  caractéristi<pic,  on  recommencera  le 
calcul  et  ainsi  de  suite. 


y ‘2°  Prenons  au  contraire  le  couple  c'r)  et  e~lfl  de  racines  ima- 
ginaires. Sur  le  faisceau  invariant  (G8°  à 70°),  correspondant 
au  couple,  on  peut  placer,  projectivement,  le  directangle  de 
référence  formé  par  les  deux  sphères  coordonnées  et 
Le  calcul  du  G70  et  le  système 

S[Sl  = ?$,  p = el'G 

donnent  ici 


■» I — • • • — ?«— 2 — O)  î/i—  i — I ) '>n  — 4 

(puisque  u = 3fl_n  P = S;i) 


// 1 — . . . — M n — 2 — 

— O, 

«,1-1—  1 

' 1 — • • • — - ^'11  — 2 — - C/i—: 

= 0, 

C/i  =1. 
0 

Alors, 

pou  r 

do  ù 

s = 14  J,  S[5y] 

— 

+ l-çy«  ! 

| 0 — .Çy , | 4~  lSjn  OU 

0 — 

sj.  n-l—  sjn  | 

î / “ 1,2,.. 

, « — a 

r 
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S'=  S-1  possède  la  même  propriété;  donc 

Sn-t,j  = s'ij  — 0 pour  j — 1,2,  n — 2. 

La  «-aire  S„  est  telle  que 


S«(^,y)  = S/(_2o,,  . . . . .,yn-î)  ■+■  h *n;y«-n  /«)> 


B = 


§n— 1,«—  I 


’/(  ,«  — i 


Comme  = i , zu  = i,  on  a 

c’est-à-dire  P> 


( -^/t  — l,/i  — I f-  1 , ;t  — 


•V// , /*—  X + *■*«« 


— /V>'0 


/e'  J ) 


cos 0 sin  6 
— sin  0 cos  0 


On  poursuivra  la  même  réduction  sur  l'orthogonale 

( n — ‘2 )-aire  S^-o,  .... 


7 3°  L’analyse  des  7 1°  et  720  se  résume  ainsi  : toute  forme 
! bilinéaire  réelle  et  orthogonale  peut  se  mettre , projective- 
/nent,  sous  /’ expression  (V une  somme  de  termes,  tels  que 
j ceux-ci  : 

| .r,  y, , provenant  de  la  racine  1 de  V équation  caractéris- 
tique; 

i — x,y,,  provenant  de  la  racine  — 1; 

| -+-  X'iy-i  ) cos  0 -+-  (y,  x\>  — y.jX,  ) sin 0 , provenant  d'un 

couple  de  racines  imaginaires. 

Nous  dirons  qu'on  a semi-canonisé  la  matrice  réelle  et  ortho- 
gonale S. 

Ainsi  toute  matrice  S est  scmi-canonisable  et  admet  au 
< moins  une  semi-canonisantc  réelle  et  orthogonale. 

O 


>4°  Supposons  que  la  «-aire  S/t  réelle  et  orthogonale  possède 
1 les  deux  racines  complexes 

p — el®,  p — c~‘ ® 


- avec  le  degré  m de  multiplicité.  Semi-canonisons  S„ 
» en  évidence  les  termes  qui  proviennent  du  couple 


et  mettons 


? cl  p. 


(S  o 

vie  n cl  ra 
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0 

0 

0 

0 

• 

0 

0 

0 

0 

• 

0 

0 

0 

0 

• 

• 

. . . 

. . . 

. . . 

2 m n — 2 m 


où 


S 


n — 


n 

0 

0 

S/(  — 2/7/ 

2 m 


? 


n — 2 m 


s ,,- 


2/M  — 
<2  — 

0 r= 


semi-canonique  ( n — 2m)-aire; 
semi-canonique  (2m)-aire; 

(cos  6 sinO  \ 

— sinO  cosO  / ’ 


©|  = i. 


Cherchons  les  faisceaux  invariants  afférents  au  couple  m-uple 
des  deux  racines  complexes  p et  p. 

Considérons  à cet  effet  le  système  U des  n équations 

S/t[£]  = p?;,  \ — « + «V. 

Comme,  par  hypothèse, 

| P È.  — 2/71  I 0/ 

il  vient  déjà  2 {n  — im)  équations  distinctes  entre  les  quantités 
réelles  u et  v et  n — un  équations  distinctes  entre  les  quan- 
tités complexes  £.  Ces  relations  sont 

-■*  — (ta  H-  «Va  O ~ 1/ a = 5 

ï=3HI  + l,  2 m 4-2, 


1 tri 
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Les  deux  sphères  orthogonales  u el  v sont  sur  un  réseau  IL 
de  rang  2/;/,  défini  par  les  n — 2 m équations 

'^hn+X  — — • • • — — n — O* 

Les  2 m premières  équations  de  U,  savoir 

4 cosO  4-  ç .)  sinO  ~ pç( 

— L sin 0 4-  L cosO  = p;2 


~:i  cosO  + ç<t  sinO  — 


(entre  quantités  complexes  0 et  ç), 


se  réduisent  à m distinctes;  savoir  : 


y 

r 


sin  0 


cosO 


o 


— £1  + 1 £2  — ( U\  H-  ) H-  1 ( i*i  4-  /c2  ) ; 


u 


2 » 


(>.,  = u 


1 1 


11  vient  (entre  les  f\  m variables  réelles  //,, 
r.jm)  -un  relations 


• 5 ^ 2m  1 1 


(o) 


~ — l(2 

r3  = — //4 

<4  = — Ue. 


r2  — 

— th 


l’im-i — u Un  t’2  m — l{2m— 1 


On  peut  sut  h2#n  prendre  arbitrairement  la  sphère  u ; alors 
les  relations  (o)  fournissent  sans  ambiguïté  la  sphère  v et  le 
faisceau  invariant  sur  lequel  est  situé  le  directangle  (u,  cï 

7<°  On  obtient  ainsi  une  proposition  qui  résout  le  problème 
relatif  à la  construction  des  faisceaux  invariants  : 

Théorème.  - A un  couple  m-uplc  de  deux  racines  ima- 
ginaires conjuguées,  dans  V équation  caractéristique, 
correspond  sans  ambiguité  un  réseau  R2,„  de  rang  2m’. 
fjt  s oc  sphci  es  de  1 1 se  1 (‘partissent  oc  par  oc  en  y--m—~ 
faisceaux  invariants.  Par  chaque  sphère  de  I passe  un 

faisceau  invariant  et  un  seul,  lequel  se  trouve  parla  construit. 

^ • 


(i 
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Le  résultat  est  à rapprocher  de  ceux  du  66°",  relatifs  aux 
racines  réelles  ± i . 

Ainsi  : 


A chaque  racine  réelle,  ou  à chaque  couple  de  racines 
complexes,  correspond  un  réseau  dont  le  rang  égale  soit  le 
degré  de  multiplicité  pour  la  racine  réelle,  soit  le  double  de 
ce  degré  pour  le  couple. 

Les  réseaux  sont,  chacun,  complémentaires  (220)  au  réseau 
constitué  par  la  totalité  des  autres. 

Ce  dernier  point  est  évident,  car  le  réseau  afférent,  par 
exemple,  au  couple  m-uplc  p et  p du  74°,  est  défini  par  les 
n — 2 ni  équations 

30 2/w+l  — • • • — Xn  — O. 

76°  Sur  une  semi-canonique  réelle  Sn  on  reconnaît  immédia- 
tement que  S„  est  un  produit  de  semi-canoniques  échan- 
geables snn  sn o,  ...,  /*,-aire,  /^-aire,  ...  respectivement, 
effectuée  chacune  sur  un  système  de/i,,  n.,,  ...  variables  conve-- 
nablemen  t choisies. 

On  dira  que  les  s sont  les  composantes  de  S„,  ou  que  S„  se 
décompose  en  les  s. 

Si  on  fait,  comme  au  (33°, 

n — X — \—  v 2 N 5 

/r  = N 

| pE  — S„  | = (p  — i)x(p  4-  1 )v  J|_(p2—  ap  cosO/,4-  1 ), 

h = i 

les  N arcs  07c  étant  differents  ou  non,  mais  non  égaux  à un 
multipe  de  ir,  alors,  011  pourra  prendre,  connue  composantes' 
de  S»  : 

1.  La  substitution  unité  effectuée  sur  \ variables; 

IL  La  canonique  réelle 

\t  -t\ 


effectuée  sur  v variables; 
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83 


B/.— 


cos  0/,  sin  0/, 
— sin  0*  cos  0/. 


(/v=  I,  2,  . . — N). 


77°  Cette  remarque  si  simple  entraînera  de  nombreuses 
conséquences  aux  Chapitres  suivants. 

Le  mot  semi-canonisation  est  de  mon  invention,  mais  la  chose 
déjà  été  indiquée,  dans  le  domaine  quaternaire , n — 4,  par 
M.  Coursât,  à la  page  36  de  son  Mémoire  Sur  les  substitutions 
orthogonales  et  les  divisions  régulières  de  l espace  ( Annales 
de  l’ École  Normale,  3e  série,  l.  VI,  i88q). 
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-78°  L’opération  bien  connue,  en  Géométrie  ordinaire,  sous- 
le  nom  de  transformation  par  rayons  vecteurs  réciproques 
ou  inversion,  est  la  suivante  . 


i— — 1 1 

O ni  k m 

On  a un  point  fixe  O centre  d'inversion.  Prenons  un  point  m 
de  l’espace  et,  sur  la  droite  O m,  un  second  point  m'  tel  que 

O m X O m'  = ± K2  (K  = longueur  donnée). 

Si  l’on  prend  le  signe  4-,  m et  m'  sont  du  même  cote  par 
rapport  à O.  Pour  le  signe  -,  O est  entre  m et  m' . 

On  dit  alors  que  m'  est  le  transformé  de  m et  réciproquement. 

Prenons  -h  et,  du  point  O comme  centre,  décrivons  une 
sphère  avec  le  rayon  K.  Soit  A-  le  point  où  O m perce  la  sphère. 
La  longueur  O A est  moyenne  proportionnelle  entre  O m et  O m . 

La  connaissance  de  cette  sphère  inverlanle,  en  position  et  eii 
rayon,  assure  la  connaissance  de  l’inversion. 

Si  l’on  prend  le  signe  - , on  peut  encore  introduire  une  sphère 
invertante,  qui  aura  un  rayon  iK.  Elle  sera  imaginaire,  dan; 
le  concept  habituel,  mais  pourra  être  réelle  au  point  de  vue  ch 
Chapitre  1(3°),  c’est-à-dire  avoir  ses  cinq  coordonnées  x réelles 


r-q°  Prenons  par  exemple  pour  sphère  invertante  la  sphère 
dont  l’équation  en  coordonnées  rectangulaires  X,  \ et  Z est 


X2  +■  Y2  + 7:-  - K2 


o. 


ou 


D - R2  = o. 
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Alors  [i°  et  2°;  formules  (3)  et  (4)?  • • • I 

,\  — ax  — a±  — a3—  o = x{  = x2  — J"3, 

R-1  = x^  4-  ixh  ; #4 — ix 3 = H. 

Faisons  R = — i,  R-'  = i\  alors 
R-‘+R 

JQ  O J , , 

2 f et  la  sphère  inventante  est  réelle;  c’est  la  sphère 

R-i  — R I coordonnée  Sg. 

2 i ; 


8o°  La  sphère  invertante  étant  H3  ou 

X 2 H-  Y2  4-  Z2  H-  i = D -h  I = O, 


l’inversion  est  exprimée  par  les  formules 

(o)  X'  — — XI)-1,  Y'  = — YD-1,  U — — ZD-1,  D'nD-1, 


où  X',  . . D'  sont  les  coordonnées  d’un  point  et  le  carré  de 
sa  distance  à l’origine,  centre  d’inversion. 

Prenons  maintenant  la  sphère  quelconque  x ( voir  i°) 

o = 2x{X  + -2x2Y  h-  2x3Z  H-  ( D — i).r4  H-  (D  h-  i)  ix 3. 

Après  inversion  et  départ  du  facteur  D-1  la  sphère  devient, 
eu  égard  aux  formules  (o), 

o z=  2 Xi X -t-  2 x.2  Y 2 .r3Z  4-  ( D — i)  xw  — (D  + i ) ix'.. 

Sur  les  cinq  variables  j;,,  . . .,  x5  l’inversion  se  traduit  par  la 
quinaire  canonique  réelle 


<S  r 


T./’a 


XCL 

X,  — ~X 


( 2 — i ) 2 , d,  a ) . 

Par  orthogonalité,  t2  = i . On  prendra 


i — — -3  — — i,  d'où 

E — tr5  | — (p  — l)4  (p  4-  I). 


= » ; 


8i°  Généralisant  la  notion  d’inversion  introduite  dans  le 
i résent  Chapitre,  je  nommerai  inversion  toute' substitution 


8 G 
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/i-aire  S,  orthogonale  cl  réelle,  telle  que 

I S | =—  i,  | p E — S | = (p  — i)”-1  (p  + i). 


En  effet,  comme  S n’a,  pour  son  équation  caractéristique, 
que  des  racines  réelles,  S est  canonisable  sans  sortir  du  réel. 
Elle  peut  être  mise  sous  la  forme 


et  pour  n — 5,  se  confond  avec  S5(8o°),  c’est-à-dire  avec  l’in- 
version ordinaire. 

La  sphère  coordonnée  sera,  pour  la  sphère  inver- 
tante. 

82°  Construisons  l’inversion  générale  S,  que  nous  pouvons 


Comme  l’équation  caractéristique  admet  1 pour  racine 
( n — i)-uple,  le  déterminant 


écrire 


S — E 2 C , G=  [c/y]  ; i,j  = 1,  2,  . . .,  n. 


| E — S | ou  J G J 

a (G4°)  pour  rang  l’unité;  c/y-  = avec 


de  façon  à introduire  les  deux  sphères  a et  b. 

Alors  la  forme  bilinéaire  S (a?,  y ) devient 

sGr>  y)  — eO> y)  — 2C(æ, y)  = E(x,y)  — 2K a(y)  b(x)‘, 
a(j)— b(x)='2àhJxj\ 


i i 


S'  (■*>  y)  — E(®|  y)  — 2Ka(a?)  b (y). 
Exprimons  l’orthogonalité,  E = SS'.  On  a 

E(^>  y)  — E(#,  y)  — 2 K j a (y)  b(x)  h-  a(x)b(y)  } 
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1 où  les  grandes  parenthèses  expriment  la  multiplication  symbo- 
lique des  formes  bilinéaires.  Par  suite 


«00  &(«0  a 


V ±- 

^ Oxi 


«oo*!»)  jï\ai-x)b(y) 

l 

s?  dl>(x)  db{y)  __  )n(, 

— « 00  a («0^  — ôVT  — ) ' ’ 


car 


S b2  = 1 . 

La  condition  d’orthogonalité  devient  simplement 
(o)  '2  K a (y)  a (a?)  = a (y  ) £(#)  + a(j?)  £(/)• 

Dans  l’identité  (o),  a (y)  doit  diviser  b(y).  On  posera 
f>i  = K/a£-;  (o)  donne  immédiatement  K'=  lv.  Or  i = \cr  — — b~ 
et  K2  = 1 . 

Alors 

K a(y)  b(x)  = kli'a(y)  a(x)  = a (y)  a(x), 


puisque 


KK'  = K*  = i. 


83°  La  matrice  d une  inversion  S sera  donc  telle  que 
S (x,  y)  = E(a,\ty)  — 9.a(x)  a(y), 

E(x,  y)  = ^ Xjyj]  a(x)=^aixi, 

1 i 

les  a i sont  les  coordonnées  d une  sphère  a réelle. 

Amenons  projecti veinent  la  sphère  a sur  la  sphère  coor- 
donnée S„. 

a(x)  et  a (y)  sont  les  cosinus  de  l’angle  que  la  sphère  a fait 
avec  les  sphères  x ou  y (6°  et  7°).  Une  fois  a venue  sur 
a(x)  et  a (y)  deviennent  xn  et yn.  S devient 

E(x,y)  — 2 xnyn, 

c’est-à-dire  c„(8i).  sn  admet  E„  pour  sphère  invertante;  par 
conséquent  : 

IJ  inversion  S admet  a pour  sphère  invertante. 
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Du  reste  S admet  aussi  pour  sphère  inverlan  le  la  sphère  — cq 
contraire  (4°)  de  la  sphère  a. 

Dorénavant  je  nommerai  A l’inversion 

A (x,y)  — \è(x,y)  — 2 a{x)a{y) 

dont  la  sphère  a (ou  — a)  est  F inventante . Pour  A connue, 
a est  connue  et  réciproquement. 


84°  On  voit  de  suite  qu’une  inversion  A 

A = | Xi  Xi  — 2ff/fl(x)| 

laisse  invariante  toute  sphère  a?,  telle  que  a(x)  — o,  et  change 
la  sphère  a en  la  sphère  contraire. 

Ainsi  l’inversion  A : i°  change  /’  une  dans  l'autre  les  choix 
sphères  inventantes  et  contraires  ; 2°  laisse  invariante  chaque 
sphère  du  réseau  R;i_1;  formé  par  les  oc"-2  sphères  orthogo- 
nales aux  sphères  inventantes . 

D’ailleurs  l’inversion  A est  symétrique  : A'=  A.  Enfin  A2  = E. 

S est  gauche  (63°). 

83°  Revenons  aux  composantes  ( >0°)  d’une  /ï-airc  orthogo- 
nale réelle  et  semi-canonique. 

La  primaire  (n  = i) 

■ 

est  une  inversion  ; la  primaire  unité  est  le  produit  de  deux  inver- 
sions. La  binaire  telle  que 

/ cosaO  sin2  0 

0 — 

\ — sin  2 0 cos  2 0 

est  le  produit  des  deux  inversions  binaires  A,  et  A2  où  les 
in  verlan  tes  sont 

Pour  a,  : an—  i,  aI2=  o;  e,  est  Z,. 

Pour  a2  : 6r2|  = cos0,  a^msinO; 

de  façon  que  l’on  peut  écrire 


/ — I o \ 

)=A, 

et 

A2=: 

/ — COS  2 0 

— si  u 2 0 \ 

V O . ) 

\ — si  u 2 0 

COS2O  / 

INVERSIONS. 


D’où  un  important  résultat. 

Théorème.  — Toute  matrice  réelle  et  orthogonale  est  un 
' oroduit  d' inversions. 

La  construction,  pour  une  matrice  réelle  et  orthogonale 
lonnée,  des  inversions  composantes  est  le  problème  capital  de 
la  seconde  Partie  et  de  tout  le  présent  travail. 


86°  Prenons  un  polysphère  x (20°)  d’ordre  p et  de  rang  q , 
/ = n,  constitué  par  les  p sphères  aj  (j  = 1,2,...,  p).  Intro- 
luisons  les  p inversions  A j dont  les  aj  sont  les  sphères  inver- 

I antes,  ainsi  que  l’orthogonale  «-aire,  réelle  et  orthogonale  11^, 
)roduit  des  p inversions, 

Il  I l> A A • • • A y,  — 1 A JJ. 

\p  admet  pour  invariante  toute  sphère  orthogonale  ci  la  fois 
iux  p inventantes  (84°),  c’est-à-dire  toute  sphère  du  rè- 
eau  complémentaire  (20°)  au  réseau  H q défini  par  le 
)oly sphère  X. 

Plaçons,  eu  égard  aux  théories  du  Chapitre  11  : 

Sur  l\(/,  le  polyrcctangle  des  y sphères  coordonnées  Er, 
-i)2,...,  y; 

Sur  K„_y,  le  polyrcctangle  des  n — y sphères  coordonnées 
estantes 

~<7+l  ) • • • > —11  • 


Alors  a ji  = o pour  i>y  et,  comme  il  est  facile  de  voir,  H/;  : 
0 se  traduira  sur  les  n - q variables  xç+{,  par  la  substi- 

ulion  (n  — y)-aire  unité;  20  sur  les  q variables  ..  .,  xr 
>ar  une  certaine  orthogonale  y-aire  P/v 
L’expression  |pE  - II,,|  est  divisible  par  (p  — 1)"-*  au  moins. 
On  voit  que  le  nombre  n 11e  joue  pas  grand  rôle.  • 


87°  Hcportons-nous  au  (33°.  la?  déterminant  d’une  inversion 
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est  — i.  Donc  les  orthogonales  droites  ( ou  gauches)  sont  le 
produit  d'un  nombre  pair  ( ou  impair)  de  composantes  ou 
f acteurs-inversions . 

On  verra  plus  loin  que,  pour  une  même  orthogonale,  le 
nombre  des  inversions-facteurs  n’est  pas  fixe,  mais  la  parité 
de  ce  nombre  est  fixe. 


88°  On  sait  depuis  longtemps  déjà,  par  les  recherches  de 
Liouville  cl  de  MM.  Darboux  et  Goursat,  dans  les  Mémoires 
précités  de  ces  deux  géomètres,  que  toute  substitution  orthogo- 
nale (et  plus  généralement  toute  transformation  isogonalc,  ou 
conservant  les  angles)  est  décomposable,  et  d’une  infinité  de 
façons  en  un  produit  d’inversions,  la  parité  du  nombre  des 
inversions-facteurs  étant  un  invariant. 

Je  m’attacherai  à établir  la  solution  complète  et  effective  de 
ce  problème  de  la  décomposition,  que  je  sais  d’avance  être 
soluble,  soit  grâce  aux  travaux  de  Liouville,  de  MM.  Darboux 
et  Goursat,  soit  grâce  à la  démonstration  directe  qui  figure  au 
présent  Chapitre  (85°). 


SECONDE  PARTIE. 

MULTIPLICATION  DES  INVERSIONS  ET  PROBLÈME  INVERSE. 


CHAPITRE  VIII. 
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8q°  Prenons  (86°)  un  polysphère  X d’ordre  p et  de  rang  y, 
y 5/;,  constitué  par  p sphères  cij  (j  = i , 2,  . . ^ p ),  lesquelles 
fournissent,  comme  sphères  invertantes,  les  p inversions  A j.  Je 
me  propose  d’étudier  l’orthogonale  réelle 

1 1 p — A 1 A 2 . . . A p. 


Eu  égard  aux  explications  du  86°  on  peut  tou  jours,  sans  res- 
treindre la  généralité,  supposer  que  IR,  est  une  y-aire,  opérée 
sur  les  y variables 

xr  (/•  = !,  2,  ...,7). 


De  même  les  p sphères  a j seront  sur  le  réseau  Uf/,  défini  par 
le  polysphère  x,  réseau  sur  lequel  sera  placé  le  polyrcctanglc 
des  p sphères  coordonnées  H,..  La  sphère  a j aura  ses  y premières 
coordonnées 


a 


jr 


(/•  = !,  2,  . . . , y). 


seules  différentes  de  zéro,  les  suivantes  aj  +1J 

milles. 

On  posera  enfin 


. . étant  toutes 


Ct  j J r , 


(t 


jrïr 


r 


r 
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900  Revenons  maintenant  aux  formations  A = A,, 


^12 

...  \ 

I 

• • • X,p  ( 

i 

• 

^ p , p— 1 1 1 

2>.12 

I 

2 X2;! 

...  2 \ip  j 

...  2 lip  j 

0 

I 

:::  i 

O 

O 

...  ; ! 

étudiées  au  Chapitre  IV.  On  reprendra  de  même,  H et  Y)  ayant 
la  signification  qui  vient  d’être  dite,  la  formation 

^ V — ^ p ( --1  ) • • • i -■!>  t rl  1 ) • • • 1 rl  p ) 

construite  au  Chapitre  IV  (37°  à 3f)°). 


910  Théorème.  — La  matrice  q-aire  II/(  est  telle  que  la 
forme  bilinéaire 

M-^7)  — E(j?,  j)  + 2%, 


Celle  proposition  résout  donc  complètement  le  problème 
relatif  à la  composition  ou  à la  multiplication  des  inversions. 
Passons  à la  démonstration.  Si  p = 1, 


Or  033° 


a 


Ai  {•*,?)  = E (x,y)  — 2fl|(j;)  a,  (7). 

l(x)  = rti(j)  A'/-“  Ol, 


«!(■»)  «1(7)  = — 


A,  = E + 2\V 


--1 


=^I 


O 
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Je  dis  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour/?  — 1,  il  est  vrai  aussi 
pour  p. 

Soit  donc,  par  hypothèse, 

11/,-t  = A,  . . . A/;_,  = E 2 ; 

multiplions  symboliquement  par 

A p — E 2 Z p 1)  p • 

11  viendra 

Il  p zn  A J ...  A p - E 2 ÎD  ^ E -+-  2 y p—  ^E  2 Zp  Tt  jPj 

— E 2 î.p  Ttp  -+-  2 Vj>— 1 -4  (^~-pri  p^J  1 


d’où 


w 


— ^p— l ’pTip  2 (^.pr‘/^j> 


les  grandes  parenthèses  indiquant  la  multiplication  symbo- 
lique : 


(%-i)  (v^p) -2  dxrl  ôyS'p'r,,,) 


— f V d^P-i  à%j  0rip  _ w ^ 

-'l’2d  dlj  ' dxr'  dfr  — ;',2daj,  a,,r  ^ 

ri  " rj 


Kj 


ou y = i,  2,  ...,/?  — i,  puisque 


0 j df[  j 

Wr  = dy'r  = ajr' 


Tout  calcul  fait, 


i=P-i 

U1=^-1-5„r,„-2^  V 


car 


/ , &jr&pr  — '^PJ  (3o°). 


Nous  retombons  précisément  sur  la  formule  de  récurrence  ( i ) 
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du  38°,  laquelle  donne  Vp-  Donc 


w = V, 


C.  Q.  F.  I). 


02°  Soit  donc  la  substitution  réelle  et  orthogonale  ^-airell 
opérée  sur  les  xn  r = i,  2,  . . </, 

dn„(a?,  y) 


p> 


> ===  \Xr  Xr 


X v tl  p [ | — 


X,. 


Ofr 


Comment  se  traduit-elle  sur  les  p expressions 


^ y — / j 


J = ï,  2. 


P 


On  a [y,  A-,  / = i,  2,  3,  p] 

, _ ()n,,(x,  y)  9V 


xr  — 


àQ, 


àyr  ' àyr 

Effectuons  l’opération  V ajr  \ on  aura 

r 

V ajl.x'r=c>'l  = lj  + 2V  ajrakr 


= x,.  4-  2 — — - = xr-\-  2 > 

— <y<\k 


kr 


dOp 

àr\h 


•—  ^ + 2 y D/t 


- 4V, 


— 2 y ^y  Ay* 


^ A- 


42V„ 
4-aia  4c/ 


42V, 


puisque 


^ ^ ——  1 V/D  1 a / (Préliminaires,  3°), 

yP  = — (;,  Ti  )• 

— =-2  V4V?- ]*,=-[A,V;' ]„. 


?;=£,-2^ç,[apv-‘v 


Enfin 


MULTIPLICATION  DES  INVERSIONS. 


<P 


'’est-à-dire 


Ç=  (E  — 2 ApVp1  ) [5/]- 


5m/-  /<?.<>  /;  variables  ç7,  la  substitution  ri,,  traduit  par  la 


o-aire 


E-2àpV-1, 


■’ est-à-dire  (34°)  la  p-aire 

(v„-2.v)V;'  = (vp-v„-v;,)v->=- v;,v-'  = <f„  (4i°), 

)//.  simplement  <$. 


f)3°  Introduisons  (Chap.  V)  la  formation  £0,  matrice  trans- 
formée de  la  matrice  9 par  une  canonisante  D de  la  matrice 
îypohermitienne  A.  On  a (43°) 


A 

Q. 

O 

E 

Enfin  on  aura  la  matrice  p- aire  du  5o° 


V = L-'%L  = 


P 

Q 

o 

E 

La  substitution  n,,  effectuée  sur  les  xr  se  traduit  sur  les  L par 
a substitution  <£.  A son  tour,  ‘P,  effectuée  sur  les  Ey-,  se  traduit 
air  les  xr  par  la  y-aire  P ou  P,,,  sans  ambiguïté  et  à l’orientation 
irès.  Cela  résulte  du  4<)°-  Loue  P^  n’est  pas  distincte  de  II,,  et 
l’en  diffère  que  par  l’orientation. 

ç)4°  En  résumé,  nous  avons  construit  la  substitution  réelle  et 
irthogonale  11/,,  ou  P,,,  produit  des  p inversions  A,. 

Les  théories  du  Chapitre  V nous  renseignent  alors  d’une 
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façon  complète  sur  les  successifs  et  la  structure  de  P„  laquelle 
ne  dépend  que  de  celle  du  faisceau  de  matrices  paires 

pV  + V'  ou  pVp+V',. 

95°  Comme  application  facile,  je  construirai  une  rotation , 
c’est-à-dire  le  produit  de  deux  inversions. 

On  a,  pour  p — 2, 


V,= 


n2  = À,  A,=  E + 

2)m,\ 


\ O 1 

I 2 X12  \\ 

O I tï 

T|  1 Tl>  0 

/ I X j 2 


V = 


2 X t q 


12 


O 


— Ç J Tj  , ?2  rr2  ~+“  2 X J 2 Ç 2 1 ; 


A 


Xj  2 1 


A 1 = 1-  X*2 


X)2  est  le  cosinus  de  l’angle  co  des  deux  sphères  invertantes. 

Il  y aura  toujours  au  moins  un  réseau  R2  de  rang'  deux  sur 
lequel  seront  les  deux  sphères  invertantes,  de  coordonnées 

(./,  r — 1 ) 2 )• 


« 


On  placera  sur  ce  IC  le  birectangle  des  deux  sphères  coor- 
données 2,  et  S2.  Cela  permettra  de  laire 


«H  = cosep,,  «,2=51110!, 
«21  — — cos  o2,  «22=  sin  <p2, 

X12=  cos  ( cp , — cp2)  — cos  w* 
/ 1 o\ 


vl  = 


2X 


12 


— 1 


2 X , 2 


V'  V-1  — 

2 2 ” V-2^,2  4M2-< 


I l==(— i)*=i- 

Développons  maintenant  l’expression 

ns=PJ=E  + 2'<?2, 

N ^ 2 —  I  2 X 1 2 \ 2 1 ç 1 f 1 1 1 2 2 • 
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On  aura  successivement,  par  un  calcul  élémentaire, 

Il 2 — X2  J2 

4-  4Xu(^i  cos  92  + a?.2sin  9»)  (fi cos  fi  + fisin  fi) 

— 2 (xx  cos  9[  4-  Xo  sin  9,)  ( yt  cos  9,  4-  f2  sin  f 1 ) 

— 2 (.24  cos  92  H-  ^3  sin  92)  ( cos  92  4-  r2  sin  fs) 

= (B21^,  + B22^2)/2- 

Blt  = 1 4-  4 7. 1 2 cos  fi  cos  92  — 2 cos2  9,  — 2 cos2  92, 

B j 2 — 2 J 2 X12  cos  9,  sin  92  — cos  9,  sin  9,  — cos  92  sin  92  [ , 

B21  = 2 J 2 X12  cos  92  sin  9j  — cos  9,  sin  9,  — cos  cps  sin  92  J , 

B22  = 1 4-  4 X12  sin  9,  sin  92  — 2 sin2  9,  — 2 sin2  92, 

ivec  X,,  = cos  (<p,  — <p2).  De  là  : 

Bu+  B„=  2(2X22  — i), 

Bn  — B22=  2 [2  cos (9,  4-  f2)  cos  (9,  — 92)  — cos  29,  — cos  292]  = o, 
Bu  = B22  — 2 XJ,  — 1 — cos  2(9,  — 9,). 

Puis 

2 X (2  si  n (9,  9 1 ) > 

2 X, 2 sin  ( f2  4-  9 1 ) — sin  29,  — sin  2 9,  =1  o ; 


B 1 2 B 2 1 

2 

B, ,4-  B21 
2 


’cst  à-dire 


Knfîn 


B 1 2 2 Xn sin  (92— ■ fi)  = sin  2(92—  <p, ) ; 

B31  = — siu  2(92  — fi). 


IL,  — 


cos  2(9,— 92)  — sin  2(9,  — 92)  \ 

sin  2 (f|  9, ) cos  2 (9,  •*—  92)  / 


COS  2 (1) 
sin  20) 


—sin  2 co 

COS  2 0) 


Ç)()°  On  a bien 


V 4-  V'  = 


,_/p4-I  2 P X|2  \ 

V X12  p 4—  1 y 


= V4-  Y,|  = (?  + i)2-4pX*a 

— I P E tl2  I = ( p — cos  2 co  )2  4-  si  n2  2 co 
— ( p + 1 y — 2 p ( 1 4-  cos  2 co  ) , 

e «pii  devrait  être  (94°). 


p — 2 p COS  2 0)  4-  I 


A. 
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97°  La  rotation  IL  ne  dépend  que  de  l’angle  w des  deux 
sphères  et  nullement  (les  deux  arcs  cp,  et  <p2.  Cette  rotation  ne 
change  pas  quand  on  remplace  les  deux  sphères  invertantes  at 
et  a.,  par  deux  sphères  quelconques  du  réseau  IL,  pourvu  que 
les  deux  nouvelles  sphères  invertantes  fassent  toujours  ensemble 
le  même  ang'le  to. 

La  remarque  sera  utile  plus  loin  (io3°). 


98°  On  a vu  (96°)  que  | A | = 1 — XJ2  = sin2a>. 

Si  les  deux  sphères  invertantes  sont  confondues,  w — o,  ou 
contraires,  co  = on  a | A | = o et  le  rang  q du  disphère  a{  ci.,  j 
s’abaisse  de  2 à 1 . 

L'angle  de  rotation  aw  devient  multiple  de  27:  et  la  rota- 
tion devient  l’orthogonale  binaire  unité. 

990  Si  les  deux  sphères  invertantes  sont  orthogonales,  I 
X,2  = o.  Le  rang  q ■=  2;  l’angle  de  rotation  devient  u.  Je  dis 
que  les  deux  inversions  A,  et  A2  deviennent  échangables . 

En  clTet,  si  X)2  = o,  y>2  devient  symétrique  (q5°)  en  \ et  vj 
et  IL  devient  symétrique  en  x et  y.  Alors 

n;  = (A1Aî)'=A2Al  = il,=  A1Aî,  Il 

puisque  toute  inversion  est  une  matrice  symétrique. 

ioo°  Au  90°  on  a défini  la  rotation  connue  le  produit  de  deux  | 
inversions.  Celte  définition  doit  être  remplacée  par  une  autre, 
car,  comme  011  le  verra  ci-dessous,  une  rotation  peut  être  I 
décomposée  aussi  en  un  produit  de  plus  de  deux  inver- 
sions. 

On  appellera  rotation  toute  matrice  S/n  n-aire , réelle, 
orthogonale , droite , telle  que  | p E — S„  | est  divisible  par 
(p — 1)"-2. 


En  effet,  scnn-canonisons  S...  Il  viendra,  si  les  deux  dernières 
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acines  de  1 équation  caractéristique  sont 


99 


ei0 


>-/'  0 


S» 


Or,  la  binaire 


et  e 

a?!  cos  0 — ,a?2sin0 
a?»  x j sin  0 4-  x 2 cos  0 


xx 


x ,, 


a?  •» 


a?- 


cos  0 —sin  0 
sin  0 cos  0 


■St,  comme  il  vient  d’être  dit,  le  produit  des  deux  inversions 
loin  les  sphères  inventantes  ont  pour  coordonnées 


Ctu  — COS  ©J, 
«21  — COS  ©2, 


«12=  sin  ©,, 
«22  — sin  ^>2 > 


f 1 — <p2  = (o  = - 0. 


La  nouvelle  définition  de  la  rotation  n’infirme  pas  la  première 
elimtion.  1 

, ", JC  ",  '"f310  P8S  SUr  la  lhé0lie  géométrique  des  rotations 

our  plus  de  details,  et  dans  l’espace  ordinaire,  on  pourra  se 
iporter  au  Mémoire  de  M.  Goursat. 
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,02»  Au  Chapitre  VIII  on  vient  de  résoudre  le  problème 
que  voici  : 

Étant  donne  le polysphére  X,  des  p sphères  inventantes  aJt 
construire  V orthogonale 

il  : A.  i A. 2 • • • A /> , 


produit  des  p inversions  A. 

On  dira  que  le  polysphére  x four  ntt  n. 

Nous  abordons  maintenant  le  problème  inverse  : 

Étant  donnée  une  orthogonale  réelle  II,  construire  un 
polysphére  X,  qui  fournisse  IL 

, o3°  On  aperçoit  de  suite  que  x n’est  pas  unique.  Par 
exemple,  dans  le  cas  le  plus  simple,  celui  d’une  rotation,  on 
peut  prendre,  pour  JL,  un  disphère  quelconque,  pourvu  que  Jj 
soit  sur  un  R2  donné  et  que  les  deux  sphères  c X assul 
ensemble  un  angle  donné  (970). 

io4°  Soient  donc  deux  décompositions  différentes  de  II  en 
un  produit  d’inversions 

n = A,  A,. . . A«=  B,. . . Bp. 

On  aura,  puisque  11-’  = RpBp_,. . .C21I,, 

E = A,. . . A a Bp. . . B,. 


Le  polysphère  e , 
sphères, 


a 


i > 
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d’ordre  a H-  (3,  constitué  par  les  a -h  P 

• ••,  «a,  G 


fournit  l’orthogonale  unité. 

J’appelle  fermé  un  pareil  polysphère  C,  par  analogie  avec  les 
contours  polygonaux  fermés,  de  la  Géométrie  ordinaire,  qui 
fournissent  une  résultante  nulle. 

Je  vais  construire  les  polysphères  fermés.  Ce  problème  se 
nommera  synthèse  de  V unité  ; il  est  l'objet  du  présent  Cha- 
pitre IX. 


io5°  A la  fin  du  Chapitre  V (62°)  on  a vu  que,  pour  tout 
polysphère  fermé  x,  l’ordre  p est  toujours  pair  et  que  Te  = E. 

Je  vais  montrer  que  ces  conditions  sont  suffisantes  pour 
rendre  x fermé,  de  façon  qu’elles  sont  nécessaires  et  suffi- 
santes. 

Je  conserve  toujours  les  notations  et  définitions  des  Cha- 
pitres IV  et  Y.  La  présente  discussion  continue  simplement 
l’analyse  de  ces  Chapitres. 


1060  Pour  que  X soit  fermé  il  faut  et  il  suffit  évidemment 
que  la  matrice  ^-aire 

A,  qui  figure  dans  c£0, 


ou  bien  ) se  réduise  à la  7-aire  unité: 

P,  qui  figure  dans  P,  ] 

P = E ou  A = E. 

Ces  deux  paires  se  réduisent  d’ailleurs  simultanément  à 
l’unité,  puisqu'elles  sont  semblables. 


107°  Prenons  un  polysphère  X , de  rang  q et  d’ordre  pair  p. 
Supposons  que  I è = E,  où,  comme  toujours, 

T =J(V-V'),  F=i(V-i_  V'-*). 
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On  aura,  par  un  calcul  facile, 

(pV  + V')(pV-»  + V'-1)  — (p—  i)2E 
= p } V V'-1  + V'V-1  h-  2 E j = 4p  j E — TS  j -O. 


Donc  la  condition  T G = E assure  V identité  (û) 

P V-1  + V'-1 

(pV  + V')-‘=p  ^ 

ou  bien 


vr  (p  — O2  5 

(P  — O2  E=j  (p  V -f-  Y')  (p  V-1  -+■  V'"1  )• 


Comme  le  dénominateur  de  ( p Y -b  Y')"*  est  le  carré  de  p — i , 
on  a |pY  -h  Y'|  proportionnel  à (p  — i)p.  Comme,  de  plus, 
| Y | = i , il  vient  | pY  + V'  ] = (p — i faisant  p = — i , on  a 

|_  V + V'|  = (-2)CT|  = (-2)/>;  |T|  = |6|  = i. 


io8°  Dans  l’identité  L2  faisons  successivement  : 

P — 1 y 

on  retombe  sur  T 5 = E ; 

P = j, 

o = (V+V,)(V-‘  + V'-‘)  = AM, 


on  a, 


car (34°) 

A — A'  = i(V  + V');  M = M'=HV-‘  4-  V'-1)- 
On  tire  de  là 

V — A + T,  V-»  = M-+-e, 

Y'  — A — T,  V'*-»  = M — e, 

E = (A  + T)  (M  + 6)  = AM  4-  T£  -+-  AS  + TM. 


AG  -f-  TM  — o 


c’est-à-dire 
ou 

(i)  a — T' M T 

puisque  T et  G sont  alternées  et  G = T 


SYNTHÈSE  DE  1/ UNITÉ. 
On  relient! ra  la  relation  (i)  ainsi  que 
(2)  A M — M A = o. 


1 o 3 


io()°  La  relation  (1)  montre  que  les  deux  matrices  paires  A 
et  M ne  diffèrent  que  par  le  changement  de  variables  (Préli- 
minaires, *24°); 

A(«,  v)  = M ( T [ m ] , T[r]). 

A est  une  hypohermitienne  de  rang  q , donc  M est  une  hypo- 
hermitienne  de  rang  q. 

Canonisons  A (44°)  de  façon  que  A = DA0D'  où, 


1 r — 1 > 2 > • • • > y | > 


J'2 

0 

0 

0 

7 P — 7 


lr—  positif. 

Ou  a,  en  toute  hypothèse  et  eu  égard  à la  symétrie  de  M et 
de  M0=|D'MD, 


m3 
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d’où 


o — A0  M0  — 


-C2 

Jprn2 

o 

o 

par  conséquent 


m2  = o; 


M0  se  réduit  à une  matrice  (p  — çr)-aire  m:i  ; donc  le  rang  q 
de  M0  ne  dépasse  pas/»  — q et 


9=P  — Ç 


ou 


9=1P 


et 


p — iq^o-, 


le  rang  d’un  poly sphère  fermé  ne  peut  dépasser  la  moitié 
de  l’ordre , laquelle  moitié  est  un  entier  d’ailleurs. 


i i o°  La  (p  — q)- aire  m 3 est  une  hypohermitienne  de  rang  (} 
et  admet  une  canonisante  cD,(/?  — ^)-aire  réelle  et  orlhogo 
n ale. 

Transformons  les  diverses  matrices  /i-aires,  par  la  />air< 
réelle  et  orthogonale 


E 

o 

o 

CD 

A0  ne  change  pas,  tandis  que  M0  est  canonisée  et  s’écrit  doré 
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tvant 


tndis  que  l’on  écrira 


0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

De  plus 


OrL  ( ;/,  e) 


mrurvr 


(nir  — positif); 


’ailleurs  (109°) 


r 

p — ïqto. 


1 1 1°  Nommons  T0  ce  que  devient  la  /?-aire  alternée  T d'abord 
ar  la  transformation  D (109°)  puis  par  la  transformation  s 
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( i i o°).  On  aura  (108°) 

-C  — T0  M0 1 0 ; ! 

ou  bien,  j y,  k,  a,  (3  = 1 , 2,  . . p 

( I ) [ A0  ] j/c  — t-xj  | M 0 ] ap 

si 

T0— O/A-b  tjk  + tkj  — °* 

Eu  égard  à la  nature  de  M0  on  ne  doit  retenir  dans  la  for- 
mule (1),  que  les  [M0  ]ap  où  a = [3  = q -b  r,  j r = 1 , 2,  . . . , <7  J; 
de  plus ( 1 io°) 

[ Mq  </+-;• — ^ /"  7^—  O* 

Alors  (1)  donne 

* ( 2 ) [ -^0  ]y /.•  — /??  r h\  <r+r  r/+ 

r 

Notamment 

[AoLv  = ^ — °>  ))0l,r  / > 7- 


Comme  on  est  dans  le  réel, 

tj,q+r  = o pour  j >q  o irlq. 

Cela  permet  d’écrire,  eu  égard  à ce  que  T„  est  alternée, 


(0(1  a est  une  ma- 
trice <7~aire,  avec 
| a |^o,  car  | a| 
est  un  facteur  de 

I Toi). 
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De  là,  par  un  calcul  facile, 


LO' 


T i 
x — 


0 

— a'-1 

0 

a-1 

o 

Conservons,  enfin,  le  nom  de  (j?0  à ce  que  devient  la  />aire  Æ0 
lu  44°  par  la  transformation  S (iio°);  on  a encore,  par  un 
calcul  facile, 


*.= 


A 

U 

ç 

O 

E 

o 

o 

0 

E 

(A  conservant  son  an- 
cienne signification). 


1 i 2°  r ornions 


E-ffo=E  + v;vô'  = (V0  + v;)v-t 

~ 2 A0  \ ()  1 = 2 A0  ( M0  ■+  T „ 1 ) — 2 A0 T"  1 , 

nnsque  : 

\ „ 1 = M0-f- cP  (io8°);  fo—  T“l  ; A0JMU 


— o 


(io8°). 
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On  a donc 


E — A 

— u 

— V 

O 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

1 

r 

o 

0 

0 

0 

o 

0 

o 

en  egard  à la  nature  de  T0*  et  A0. 

L’identification  donne  notamment 

E — a = o,  a = E, 

ce  qui  assure  (io6°)  la  fermeture  du  polysphère.  c.  q.  f.  d. 


i i3°  La  synthèse  de  l’unité  se  résume  donc  dans  la  propo- 
sition suivante  : 


Théorème.  — Pour  qu’un  polysplicrc  A soit  ferme,  les 
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conditions  que  voici  sont  nécessaires  et  suffisantes  : les  deux 
matrices  T et  sont  inverses  l’une  de  l’autre. 

L’entier  p est  forcément  pair.  Sinon,  la  matrice  p-aitv 
alternée  T donnerait  | 1 | = o. 

Ajoutons  (109°)  que,  dans  un  poly sphère  fermé,  le  rang 
ne  peut  dépasser  la  moitié  de  1 ordre. 

En  effet,  p — iq  = o. 

La  fonction  |pV-4-V'|  est  (p  - i)';  ü y a q successifs 
doubles  (58°)  et  p — iq  successifs  simples.  La  connaissance 
de  l’ordre  p et  du  rang  q donne  sans  ambiguité  la  structure 
du  faisceau  pV  + V'. 

1 1 4°  La  condition  G = T_l  s’exprimera  par  la  méthode 
du  36°.  On  calculera  les  \kjtj+k  comme  aux  36°  et  33°;  on  for- 
mera tous  les  pfaffiens,  tels  que  12  (j,j  •+■  k)  (^5°),  en  lonc- 
tion  des  XyA.  Alors,  les  conditions  (2)  du  36° 

( — 1 )4  Q (y , y + À-) 

exprimeront  que  G = T"‘. 

1 15°  Comme  application  facile,  calculons  le  létrasphère 
fermé  d,  p — l\. 

Avec  la  notation  sig.  ^ du  32°,  il  vient 

T = [ tJk  ] , tj k — Ijk  Si  g ( k —j  ) , 

Xy*  = hj,  1 T 1 = co2, 

CO  ~ ( I 234  ) — ^12  ^31  t23  tii-h  1 31  tît, 

— X12X3V  -+-  X23XU  X31  X2t. 

[•*•12  — — X j 2 ( 1 , 2 ) — X34  — ( 3-4  ) , 

{-*-23  — — — X23  — --  ( 2 > 3 ) — X J 4 ( I 4 ) , 

ij.34  — — X34  — ^-  ( 3,  4 ) — X,2  — (12), 

(o)  < jj.13=z  — Xl3+  2X12X23—  <>(  F,  3)  — (24)  = X2t, 

I !a24  — — X24 -H  2 X34 X23  — 0(2,  4)  = (i3)  = X„, 

| u14=: — 12  ( 1 , 4 ) — — (2^)  — — X23 

— — XI4  H-  2 Xj2 X2i  H-  2 X 1 3 X 3 4 4 X 1 2 X23  a34. 


I IO 
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La  première  et  la  troisième  équations  du  système  (o)  don- 
nent i12  = X3,=-eoscp,  o étant  l’angle  des  deux  premières 
sphères  invertantes. 

La  seconde  donne  X23  = X,4  — cos'^,  '-}/  étant  l'angle  de  la 
seconde  et  de  la  troisième  sphère  invertante. 

La  quatrième  et  la  cinquième  de  (o)  donnent 

^13+  ^24  — — 2 COS  9 COS  }, 

et  la  sixième  devient 

COSo[À13H-  X2i  — 2 COS 9 COS'}]  =0. 

Que  cos } soit  ou  non  zéro,  il  restera  simplement 

A j 3 — f~  h2i=  2COS9  cos}. 

Alors 

LO  Z=  COSi 29  -+-  COS2}  X,3À24,  102  =I,  Ü)  = ±I. 

X)3  et  /Ç/(  sont  les  deux  racines  de  l'équation  quadratique 

X2  — 2 X COS9  cos}  -+-  cos2 9 -+-  cos2}  — ti>  ; 

X — COS  9 COS}±  -t-  cos2  9 cos2}  — cos2  9 — cos2} 
z=r  C0S9  cos}  ± — 1 -+-  sin29  sin2}. 

Pour  la  réalité 


— sin2©  sin2}  et  a)  = i. 


Par  conséquent 

À13  et  X2V=  cos(9  q=  }). 

En  résumé 


i 

C0S9 

cos(9  — }) 
cos} 


cos  © 

I 

cos} 

cos(  9 + }) 


cos  (9  — }) 
cos} 

I 

cos  9 


cos} 

cos  (9  -h  }) 
cos  9 


11 6°  Construisons  les  quatre  sphères  invertantes,  aj:  de 
coordonnées  ajr. 

Supposons  d’abord  q = 2.  Alors,  les  quatre  sphères  sont  sur 
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i)  lu,  sur  lequel  ou  peut  toujours  poser  le  birectangle  des 
eux  sphères  coordonnées  S,  et  S2. 

Alors 

ûji  = cos  coy , Uj%  — sin  coy, 

) X/*  = COS(cOy  — ùik). 

On  peut  évidemment,  sans  restreindre  la  généralité,  faire 

10,:=:  O,  co2=cp,  co4=  — ty. 

Les  six  conditions  (i)  donnent  : 

X,,=:  COS (5  = COS  ( CO,  — CO 2 ) — COS  Ci, 

X34  — CO  S cp  c=-COS  ( co3 — co4)  = cos(w3  H-  'O» 

X23  = coseje  = COS  ( CO, — co3)  = COS ( cp  — C03), 

X , 4 =:  COS'i  — COS  ( CO , — cu4  ) =:  COS <|c, 

X,,—  COs(cp  — 'O  — COS  ( CO,  — C0;J)  =:  COSW3, 

X24  = COS  ( Cf  H-  ) = COS  ( CO,  — co4  ) = COS  ( Ÿ -h  ^ )• 

Les  première,  quatrième  et  sixième  sont  des  identités;  les 
ois  autres  donnent 

co3-+-  = (—  ■)*©  J 

cp — co3 rr  ( — i)Pci  / (a,  (3,  y =.  entiers  ). 

? — Ÿ = (—  1 )Y  W3  1 

Additionnant  les  deux  premières,  il  vient 

cp  -+-  <\>  — ( — i)acp  -+-  (—  1 )P  ci, 

( — 1 )a  — ( — 0^  — !>  co3  = cp  — et  ( — i)Y—  1. 

Enfin 

\ C0,  = O o>2=:cp  I 

I C03  =:  cp  — «i  co4  = — d*  ) 

La  rotation  A,  A2  a pour  angle  (Chap.  VIII)  20;  la  rola- 
)n  A3 A,  a pour  angle  2[—  ÿ — (9  - -]/)]  = — 29.  Les  deux 
tâtions  se  détruisent  mutuellement. 

Si  q = 1,  les  quatre  sphères  invertantes  sont  confondues  ou 
ntraires.  Les  deux  rotations  A,  A3  et  A3  A,  se  réduisent  cha- 
ne  à Funité. 
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i i 70  En  résume,  pour  que  les  quatre  inversions  A,,  ...,  A4 
fournissent  une  résultante  unité , il  faut  et  il  suffit  que  les 
quatre  sphères  invertanles  soient  sur  un  réseau  de  rang 
non  supérieur  à 2,  et  que  V angle  de  la  seconde  avec  la  pre- 
mière soit  égal  à V angle  de  la  troisième  avec  la  quatrième. 

Cela  était  évident,  car  A,  A2A3A4  = E entraîne 

Al  A 2 =:  A4  A 3. 

11 8°  La  construction  effective  des  polysphères  fermés  doit 
ainsi  être  considérée  comme  un  problème  complètement  résolu. 


CHAPITRE  X. 
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i if)"  Après  avoir  résolu  le  problème  relatif  à la  synthèse  de 
unité,  nous  sommes  à même  d’efiectuer  la  synthèse  d’une  or- 
hogonalc  réelle  quelconque. 

Si  une  orthogonale  réelle  S se  décompose  de  deux  façons 
lillércntes  en  produit  d’inversions  (102°) 

S = A,  A,. . . Aa  = B,B2. . .B?, 

Ile  est  fournie  à la  fois  : 


Par  le  polysphère  X des  a sphères  invcrlanles  <7,, 
Par  le  polysphère  \ti>  des  (3  sphères  invertantes  />,. 

Alors  on  pourra  écrire 


S — B, . . . Bg  = A, . . . Àa  Aa . . . I 


i 


l>< 


• • • ; Ua  i 

• • • î l>  (y 


ha  décomposition  en  inversions  11  s’obtient  en  adjoignant  au 
•olysphère  X le  polysphère  ferme  constitué  par  les  a -\~  fi 
phères  invertantes 

• • • > a\ j > • ■ •»  !>$• 

j H-  (3  est  toujours  un  nombre  pair,  puisque  a et  ,3  sont  tou- 
purs  de  même  parité,  car 

I S|  = (—  .)*  = (—  i)P. 


On  peut  ainsi  énoncer  une  proposition  importante  : 

Tiii.oiu.mk.  — Soit  X un  polysphère  fou rnissanl  l'orlho- 
yonale  S;  pour  obtenir  tout  autre  polysphère  fournissant  S. 
■V.  R 
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il  suffira  cl  adjoindre  à JU  un  poly  sphère  fermé,  d’ailleurs 
arbitraire. 


Dorénavant,  je  me  préoccuperai  donc  de  construire,  d’une 
façon  quelconque,  un  polysphère  ju  fournissant  l’orthogo- 
nale S. 


i2o°  Semi-canonisons  l’orthogonale  réelle  //-aire  S.  Sup- 
posons <[uc  l’on  ait 

| P E — S | = (p  — i)x(p  + i)vJJ(  p2  — 2 p COS  2 0/,  + l)'% 


k “ | 


ft  = À + v + 2 V mk  ; 

k 

l’équation  caractéristique  CD  aura 

i pour  racine  X-uple; 

— i pour  racine  v-uple; 

e-'0*.  et  pour  racine  m^-uple ; 

les  N arcs  0A  étant  tous  distincts,  entre  o et  2tt,  avec  20A  ^ o 
ou  TC. 

On  pourra  écrire  après  semi-canonisation  ( voir  Chap.  VI) 

S (a?,  y)  — V xv }' V — V xv<yv 

X'  V' 

4-  V cos  2 0/.  N (xm'k y,„'t  4-  x„,k+Iy„,^  ,) 


VI  k 


éV  si  n 2 0/.  y 


t 

mk 


y "'k  y mv+i 


^ >n\  ’^in [-4-1 


OU 


X ' — i , 2 , . . . , X ; v'  — X 4-  i)  . . . , X 4~  v j k — î , 2 , . . . , N ; 

m'k  — X 4-  v 4-  2 ( m,  4- ...  4-  /»{■_!  ) 4-  2 , 

X 4-  v 4-  2 ( mx  4-  ...  4-  ni,.- \ ) 4-  l\ , 


X 4-  v 4-  2(/rt,  4-.  . . 4-  nik-x)  4-  2 (/>(/,—  j), 
X 4-  v 4-  2 ( m,  4-  ...  4-  m,.  ). 
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Ainsi  pour  avoir  l’orthogonale  //-aire  S,  il  sullil  : 

I.  D’opérer  sur  les  A premières  variables,  la  A-aire  unité; 

II.  D’opérer  sur  les  v variables  suivantes,  la  v-aire  cano- 

tique 


t -t  , 


(type  T)); 


D’opérer  sur  les?.///,  variables  suivantes  la  (2/?/,  )-aire 


aï  // , cos  2 0 j — (>,  si n 2 0, 

c,  //,  s i 1 1 a 0 1 -h  r,  cos 2 0, 

»«,  W,M,  COS  2(1,  — si  11  2.0, 
C//. , sin 20,  4-  r/#J|  cos 20, 


(type  H), 


L’orthogonale  unité  est  fournie  par  un  polysplièrc  fermé. 

Il  reste  donc  à construire  : 

Un  polysplièrc  fournissant  une  orthogonale  du  type  u> ; 

Un  polysphère  fournissant  une  orthogonale  du  type  0. 

i2i°  Théorème.  — Le  type  c)  est  fourni  par  un  polvrec- 

’uuiïle. 

(’ 

Soit,  en  effet,  la  //  aire  U du  type  i>;  prenons  A/;  =o  pour 
/,  c’est-à-dire  prenons  toutes  les  n sphères  inverlanles 
irthogonales  deux  à deux. 

Il  viendra 


A 


I O ...  O O 

O I ...  . o 

1 ei 

O O ...  O I y 

|pV  + V'|  = (?H-,)* 


= \ = V'. 


On  peut,  à l'orienlalion  près,  admettre  que  le  pol vrectamde 
■si  celui  de  référence.  La  /i,me  sphère  invertanlc  sera  la  sphère 
^ordonnée  Z,(/  = r,  2,  . . .,  //),  laquelle  (Chap.  VJ  I ) donne 
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l’inversion 


«^1 

X \ 

X 2 

X, 

xi—  1 

Xi- 1 

Xi 

— Xi 

xi+ 1 

X i+\ 

xn 

& n 

Le  produit  A,  . . . A„  est  bien  une  //-aire  du  type  ü. 

C.  Q.  F.  L>. 


I 2 2° 

que 


Soit  maintenant  une  (2/;/)-aire  S du  type  0,  telle 

| p E — S ] ( p-  — 2 p COS  2 0 H-  T ) "l . 


Prenons  un  polysphère  A d’ordre  un  et  réparlissons  les  un 
sphères  invertanl.es  en  ni  couples  j p.  = i , 2,  . . m j.  Ren- 
dons les  deux  sphères  d’un  couple  C(J.  orthogonales  à toutes  les 
autres  2 ni  — 2 sphères.  Enfin,  supposons  que  l’angle  des  deux 
sphères  d’1111  couple  est  0. 

La  matrice  (2/??.)-aire  A sera 


v = 


1 

cosO 

0 

0 

0 

cosO 

1 

0 

0 

0 

0 

0 

i 

cosO 

0 

0 

cosO 

1 

De  là 


v 


+ V|  = 


p -h  1 
2 COSO 


O 


2 p COS0 


-h  I 


cosO 


0 

cosO 

1 


[(p  + 1)2—  4p  cos20]' 


r [p2—  2 p ( 2 COS2  0 — I)  4-  !]'"=  (p2—  2p  COS20  + I ) , 


ce  qui  devait  être. 


"7 
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! Reprenons  les  m couples  [{/.  = i,  2,  . » m]  clc  SP*1(‘10S 

■ invertantes.  Le  couple  définit  un  réseau  R/'  de  rang  deux, 
sur  lequel,  à l’orientation  près,  on  peut  toujours  supposer 
placées  les  deux  sphères  coordonnées 


et  — 2ja- 


Les  deux  sphères  invertantes  et  du  couple  La  donnent 

les  deux  inversions  A2(JL_,  et  A2jJL  et  une  rotation  «ftu  = A2[X_,  A-.,^. 
Si  nous  construisons  par  les  procédés  du  Chapitre  Mil 
(ç)5°  à 1 oo°),  on  trouve 


p 


Le  produit 


xx 

X, 

* 

X., 

x.2 

•**â|A  — 3 

#2}A-S 

[A— 2 

*^â(J i 

cos 2 0 — x2[L  sin  9.0 

X.,^ 

j72[X_i  si  n 2 0 -h  xiv.  cos  2 0 

'^'îU+î 

a?2(j.-t-2 

'T  ï m 

•T  tm 

cR  1 f *t  2 • • • ' R m 


est  bien  l’orthogonale  (2m)-aire  cherchée  du  type  0. 


123°  L’analyse  précédente  se  résume  ainsi  : 

Théorème.  — Une  orthogonale  (yini)-aire  du  type  0 est 
fournie  par  un  poly sphère  4.,  d’ordre  im , ainsi,  constitué . 
Les  2 m sphères  invertantes  se  répartissent  deux  à deux 
I en  m couples  Cp  [[/.  = 1,  2,  comprenant  les  deux 

sphères  a2iX_,  et  a.2[l;  les  deux  sphères  d’un  couple  forment 
1 ensemble  l'angle  0,  tout  en  étant  orthogonales  à toutes  les 
I ‘im  — 2 autres  sphères  invertantes. 

On  remarquera  que,  dans  la  matrice  A,  le  rang  q est  égal  à 


SECONDE  PA DTI E. 


CHANTEE  \. 


I 8 


l’ordre  -un  puisque  | A | = sin2,"0  f o.  C’esl  ce  qui  se  présen- 
tai t déjà  ( 1 2 1 °)  pour  le  type  t). 

l>ar  conséquent  : une  orthogonale  des  types  v)  ou  (•), 
y-aire  ou  ( i/ii)-aire , sera  un  produit  de  y ou  de  un  inver- 
sions, à sphères  invariantes  linéairement  indépendantes 

Cio"). 


124°  Reprenons  l’orthogonale  générale  /«-aireS  du  120°. 
Elle  comporte  une  v-aire  du  type  0 et  N orthogonales 
(2/w,)-aire,  . . . , (2mv,)-aire  du  type  0.  Le  polysphère  obtenu 
en  combinant  les  v sphères  du  polyrectangle,  qui  fournit  le 
type  v),  avec  les  2 m , , 2/«2,  . . 2 ms  sphères  du  polysphcre 

qui  fournit  les  matrices  du  type  0,  ce  polysphère,  dis-je, 
comprendra 

v + 2;«|  + ...  + 2 niy  — n — X 

sphères  et  aura,  comme  on  s’en  assure  aisément,  son  \\_\f  o. 
Donc  : toute  orthogonale  n-aire,  dont  V équation  caracté- 
ristique admet  l' unité  pour  racine  \-uple,  est  fournie  par  un 
polysphère  à n — X sphères,  toutes  linéairement  indépen- 
dantes. 

On  a le  rang  q du  polysphère  égal  à n — X. 


12.J0  Disons  que  plusieurs  inversions  sont  linéairement 
indépendantes  lorsque  leurs  sphères  invertantes  le  sont. 

Disons  aussi  que  la  décomposition  d’une  orthogonale  en  un 
produit  d’inversions  est  normale  lorsque  les  inversions-facteurs 
sont  linéairement  indépendantes. 


i2()"  L’orthogonale  S du  124°  peut-elle  être  fournie  par  un 
polysphère  ,A>  de  rang  q <fn  — X? 

H faut  répondre  par  la  négative.  Considérons  en  elï'ct  le 
réseau  Rn  q des  oc"  q 1 sphères  orthogonales  à toutes  les  sphères 
de  cAo. 


L’orthogonale  S laissera  fixe  chacune 


des  sphères  de  R„  </ 
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1(86°).  Plaçons  sur  R,j_?  le  polyrectangle  des  n — q premières 
sphères  coordonnnées.  Il  viendra 


j?, 

x» 


a'j 

jr.2 


Ï5  = 


n — 7 


X il— q 


! )<mc 


1 II  — 7-4-1  . • • • 

est  divisible  par  (p  — j)n~7.  Mais,  par  hypothèse, 
est  divisible  par  (p  — i)/,  sans  l’être  par  (p  — 1 )'41. 

/i  — q 5 X,  q = n — X c.  q.  f.  d. 


Ainsi,  les  décompositions  normales  correspondent  aux 
' poly  sphères  de  rang  minimum. 

Ce  rang  minimum  est  le  nombre  des  racines  de  l’équation 
I caractéristique  qui  ne  sont  pas  égales  à l’unité. 

O11  peut  classer  les  orthogonales  suivant  ce  rang  minimum  Q. 
Le  cas 

( ) — 1 donne  l’inversion  ( 8 1 0 ) , 

Q — 2 donne  la  rotation  (ioo°). 


127°  Je  terminerai  le  présent  Chapitre  en  reliant  la  décom- 
position normale  au  procédé  de  Frobenius  («/../•  u.  a.  M., 
t.  LXXXIV,  p.  5o,  V)  pour  la  génération  des  orthogonales. 

Soit  S une  //-aire  orthogonale.  O11  peut,  sans  restreindre  la 
«généralité,  supposer  | E — S | =/=  o.  Si,  en  effet,  | p E — S|  est 
•divisible  par  (p  — i)\  on  écrira  (126°) 

S(aà/)  — ^1/1  + . . . H-  x\y\ H-  Sll)  (a'x+j,  . . . , xn  ; 

• d bon  sera  ramené  à construire  la  (//  — A)-aire  S(,),  oit 
I |E-SO)|^o. 

Sous  le  bénélice  de  | E — S | o,  considérons  avec  Frobenius 


expression 


F = 


F + S 


t: 


- = ( F -H  S ) ( F — S)-‘  = ( F — S)-1  ( F -i-  S ) ; 

O 
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de  là,  puisque  SS'  = E, 


F'=S±^ 

K- S-1 


E 


E — S = 


E est  une  matrice  alternée. 

Réciproquement,  de 

F = (E  + S)(E  — S)-1 

on  tire,  puisque  | E -h  F | ^ o,  successivement 

F - FS  = E h-  S,  _ ( E — F)  = (E  + F)S, 


S=  — 


E - F 

ËTF 


il  suffit  de  se  donner  la  matrice  alternée  F pour  avoir  l’ortho- 
gonale S. 

t 28°  Revenons  maintenant  à une  décomposition  normale  de 
la  //-aire  S. 

Avec  nos  notations  habituelles,  on  aura 


q ~ p — n. 


A 1 ^ O. 


L’hypohermitienne  A devient  hermitienne.  On  a,  comme  au 
Chapitre  IV, 

£ = A [ .r  ] , |A|^o, 

c’est-à-dire 

Çy  = V ClJiXi  [b./ =1,2, 


les  aji  étant  les  coordonnées  des  n sphères  invcrtantes  linéaire- 
1 n e 1 1 1 i nd  épen  d an  tes . 

On  a 


De  là 


A A'  — A 


-C 


y — a2 


E = i^'AA'^-1  = (J^-1  A)  (A-1  A )', 
A_-1  A — U = orthogonale  arbitraire; 

A = 4LU, 

S = -0:M. 
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ji  simplement,  à l'orientation  près, 

I .5  = CM.  A = -C- 

x' — S[.r]  et  — Ç[ç], 


IIS 

OÙ 


S — .e CK- 

E S = E + e->  ££=  Cr1  (E  -+• 

E — S = C-,(E  — Ï)-G 

" e — S — v F.  _ ce  ^ ^ \ v— 1 ' 


E — <£ 


Iiisque  c£  = — V'V-1,  2 A = V -+-  V',  ?.T  = V — V'  (Chap.  IV), 
1 Finalement,  puisque  A = £2, 


F = je-1  ( TV- 1 V A-1  ) C = C_1  T C~ 1 • 


1 2()n  Cette  formule 


F — y- 1 T e-> 

V v 


sont  le  problème,  en  établissant  une  solution  simple  entre  les 
1 uix  matrices  alternées  //-aires  F et  T. 

Si  T est  connue,  les  /, /7,  cosinus  des  angles  que  font  entre 
lies  les  sphères  invertantes,  sont  connus.  Il  en  est  de  même 

1 >ur  riiermitienne  A et.  pour  l'hermi tienne  A = .e  = A2  = [ay/]  ; 

coordonnées  des  sphères  invertantes  sont  connues  à l’orien- 
lion  près.  La  formule  (1)  donne  I1'  et  la  formule 

) s =-EszI 

■ E 4-  F 

mue  S. 

1 Si  c'esl  S(|iii  est  connue,  la  formule 


F 


E + S 
E — Ï5 


Inné  la  matrice  alternée  F.  Prenons  alors  une  hermitienne 
luire  arbitraire 


C =!>//]» 
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symétrique,  c’est-à-dire  réelle.  Dans  lhermitienne 

. A = [Xy/]  = <.«, 

on  a 

donc  il  faudra  faire 

.=2  «A- 

i 

Les  a : £ étant  ainsi  définies,  on  construira  les  A.,  cl  la  matrice  T. 


On  cherchera  enfin  à déterminer  les  ati  de  façon  à identifier  la 
matrice  alternée 

c-^c1 

avec  la  matrice  alternée  F. 

D’après  les  considérations  du  présent  Chapitre,  il  y aura  au 
moins  une  matrice  réelle  répondant  à la  question.  Il  y aura 
en  général  plusieurs  matrices  répondant  à la  question.  Elles 
s’obtiendront,  en  partant  de  la  première,  par  la  considération 
des  polysphères  fermés. 

i3o°  En  vertu  de  la  formule 

F = C_1  T-C-1» 

les  deux  matrices  alternées  F cl  T sont  équivalentes  et  ne  (lif- 
tèrent que  par  le  choix  des  variables.  Pour  préciser,  posons 

s = -CO]>  »i  — -CD']» 

F(£>  tj)  = F(C1>L  CD'])  = -tLF-C(«» y) 

F(ç,  *i)  = T » y). 


on  aura 
et 


1 3 1°  Les  relations  mutuelles  qui  existent  entre  les  diverses' 
décompositions  normales  afférentes  à une  même  orthogonale  S, 
avec  | E — S | o,  sont  intéressantes  et  j’y  reviendrai  peut-être 
dans  un  autre  travail. 

Ces  relations  sont  toutes  contenues  en  germe  dans  les  théo- 
ries du  Chapitre  IX  (synthèse  de  l’unité). 

Je  me  bornerai  ici  à en  relater  les  fondamentales. 
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t 3 2°  Considérons  deux  décompositions  normales 

S — Aj . . . Am—  13 1 . . . Brt, 

ù an  . . .,  a,n  //,,  . . bn  sont  les  splières  invertantes. 

1 -iC  polysphère  l*  d’ordre  ‘in 

<7 1 , Cl  9 , •••  j Cl  n,  b ,ii  b „ — \ t • • , b i 

v ira  ferme.  Soit  le  rang  de  1*;  nommons  51  la  matrice  A cor- 
espondant  au  polysphère  X des  a sphères  a\  réservons  le 
om  de  A à la  môme  matrice  provenant  du  polysphère  P. 

Dans  le  déterminant  (2«)-aire  |A|,  |5t|  est  un  des  n'c" <N 
lineurs  et  |5l|yéo.  Donc  c/  = n.  D’autre  part,  dans  un  poiv- 
rière fermé,  le  rang  q ne  peut  dépasser  la  moitié  de 
ordre  211  (1  i3°)  et  qlîn.  Ainsi  q — n. 

Donc  les  2/1  sphères  de  P sont  situées  sur  un  meme  réseau 
e rang  //,  K„.  Ce  réseau  est  défini  déjà  par  les  n sphères 
le  ttl» . 

Si  les  sphères  a,  et  bl  ont  a et  bti  pour  coordonnées,  on 
osera 


j — Z.  Cl  ji  JC  h K j 


— V b x 

1 — / , u j 1 **•  /• 


Le  système  Xp_t/  (26°)  allèrent  au  polysphère  P sera,  en 
ertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  le  système  des  //  relations 


y=2d  Cjk  ’/l'  [ h ./>  A—I,  2 n ] 

/>■ 

U 

? = C[$],  |C|^o, 

ù Ci  est  une  matrice  «-aire. 

Nommons  ut,  le  polysphère  des  bj  et  Î3  la  matrice  //-aire  A 
orrespondante.  O11  aura 

5 = A[x],  t = B[x]  = CA[xl 

Î3  — B B ' = CA  .V  C'  = C 3 C'. 


Introduisons  les  expressions  •£„,  <f6,  VM,  Vé,  ...  dont  le  sens 
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est  clair.  On  aura 

S = A-‘^aA  = 
î4=:BA-‘Ï.AB-‘F:CïaC-1, 
?E~^=C(pE-^)C-> 

= C ( p Va  H-  A4,  ) V- 1 C -‘  = ( P V,.  + Yb  ) Vï 1 , 

P v6 + vi = c ( P va  + v„  ) c - 1 y b . 

En  résumé  : on  passe  du  poly sphère  X au  poly sphère  ut 
par  une  collinéation  C,  laquelle  n’étant  pas,  en  général,  ortho- 
gonale, change  à la  fois  l’orientation  et  la  configuration. 
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Sciences,  2 pl.  hors  texte  (Fasc.  13)  3 fr. 
Etude  sur  le  Bilh.rzia  haematobia  et  la 
Bilharziose,  par  M.  Lortet,  doyen  de  la 
Faculté  de  médecine,  et  M.  Yiai.i.kton,  pro- 
fesseur à la  Faculté  de  médecine  de  l'Uni- 
versité de  Montpellier,  8 pl.  hors  texte  et 
8 ligures  dans  le  texte.  (Fasc.  16).  iO  fr. 


La  Botanique  à Lyon  avant  la  Révolution  et 
l’histoire  du  Jardin  botanique  municipal 
de  cette  ville,  par  M.  Gérard,  professeur 
à la  Faculté  des  Sciences,  avec  9 fig.  dans 
le  texte  et  1 pl.  hors  text e(Fasc.  23)  3 fr.50 
Physiologie  comparée  de  la  Marmotte,  par 
le  Dr  Raphaël  Dubois,  professeur  à la  Fa- 
culté des  Sciences,  avec  119  fig.  et  125 
planches  hors  texte  (Fasc.  25)  . 15  fr. 

Etudes  sur  les  terrains  tertiaires  du  Dau- 
phiné, de  la  Savoie,  et  de  la  Suisse  occi- 
dentale, par  H.  Douxami,  docteur  és  scien- 
ces, professeur  au  Lycée  de  Lyon.  1 vcl. 
in- 8°  avec  6 planches  hors  texte  et  31 

figures  (Fasc.  27 ) 6 fr. 

Recherches  physiologiques  sur  l’appareil 
respiratoire  des  oiseaux,  par  J.-M.  Soum, 
docteur  és  sciences,  professeur  au  Lycée 
de  Bordeaux.  1 vol.  in-8°  avec  40  figures 
dans  le  texle  (Fasc.  28)  . . . 3 fr.  50 
Résultats  scientifiques  de  la  campagne  du 
« Caudan  » dans  le  golfe  de  Gascogne  (août- 
septembre  1895),  par  R.  Kœhler,  pro- 
fesseur de  zoologie  à la  Faculté  des 
Sciences  (Fasc.  26) 

Fascicule  I.  1 vol.  in-8°  avec  6 pl.  . 6 fr. 
Fascicule  II.  1 vol.  in-8°  avec  11  pl.  6 fr. 
Fascicule  III.  1 vol.  in-8°  avec  21  pl.  20  fr 
Anatomie  pathologique  du  système  lym- 
phatique dans  la  sphère  des  néoplasmes 
malins,  par  le  Dr  G.  Regaud,  chef  des 
travaux,  et  le  Dr  F.  Barjon,  préparateur 
d'anatomie  générale  et  d’histologie  à la 
Faculté  de  médecine  (Mémoire  couronné 
par  l'Académie  de  médecine),  avec  4 pl. 

hors  texte  (Fasc.  34) 5 fr. 

Recherches  stratigraphiques  et  paléontolo- 
giques  dans  le  Bas-Languedoc,  par  Frédé- 
ric Roman,  doclfur  ès  sciences,  prépara- 
teur de  géologie  à la  Faculté,  avec  40  fi- 
gures dans  le  texte  et  9 planches  hors 

, texte  (Fasc.  34) 8 fr. 

Etude  du  champ  électrique  de  l’Atmosphère, 
par  Georges  Le  Cadet,  docteur  ès  sciences, 
assistant  à l’Observatoire  de  Lyon,  3 fig. 
et  10  pl.  dans  le  texte  (Fasc.  35)  6fr 
Les  formes  Epitoques  et  l’Évolution  des  Cir- 
ratuliens.  par  Àlautice  Gauli.ery,  maître 
de  confér.  à la  Faculté  des  Science, <• 
hélix  Mesnil, chef  de  Labor.  àl’Instit.  Pas- 
teur, 6 pl.  hors  texte  (Fasc.  39)  7 fr.  50 


NOUVELLE  SERIE 


I.  — SCIENCES,  MÉDECINE 


Monographie  de  la  Faune  lacustre  de  l'Eocène 
moyen,  par  Frédéric  Rom  an  .docteur  ès  sciences, 
préparateur  de  géologie  à l’UniversitédeLvon, 
avec  3 figures  et  3 planches  hors  texte  (Lyon, 

A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  J.  B Baillière  et 
fils)  (Fascicule  Premier) 5 fr. 

De  la  constitution  des  alcaloïdes  végétaux,  par 
X.  Causse,  docteur  ès  sciences,  chef  des  Tra- 
vaux de  Chimie  organique  à la  Faculté  de 
Médecine  de  l'Université  de  Lyon  (Lyon, 

A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  Gauthier- 1 illars, 
(Fasc.  2) 3 fr. 

Etudes  sur  le  Polymorphisme  des  Champignons, 
influence  du  milieu,  par  Jean  Beauverie, 
docteur  ès  sciences,  préparateur  de  botanique 
à la  Faculté  des  Sciences  de  Lyon,  avec  75  gra- 
vu  -es  dans  le  texte  (Lyon,  A.  Rey,  éditeur.  — 
Paris,  J. -B.  Baillière  et  fils)  (Fasc.  3).  7 fr.  50. 

Paléontologie  humaine.  — L’Homme  quater- 
naire dans  le  Bassin  du  Rhône.  — Etude  géolo- 
gique et  anthropologique , par  Ernest 
Chantre,  docteur  ès  sciences,  sous-directeur 
du  Muséum,  avec74  figures  dans  le  texte  (Lyon 
A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  J.-B.  Baillière  et 
fils)  (Fasc.  4) 6 fr. 

Etude  sur  les  occultations  d’amas  d’etoiles  par 
la  lune,  avecun  catalogue  normal  des  pléiades, 
par  Joanny  Lagrula,  docteur  ès  sciences, 
préparateur  d'astronomie  à la  Faculté  des 
Sciences  de  Lyon  (Lyon,  A.  Rey,  éd'teur. 

— Paris,  Gauthier-Villars)  (Fasc.  5).  5 fr. 

Sur  les  combinaisons  organomagnésiennes  mixtes 
et  leur  application  à des  synthèses  d’acides, 
d’alcools  et  d’hydrocarbures,  par  Victor  Gri- 
gnard, docteur  és  sciences  (Lyon,  A.  Rey, 
éditeur.  — Paris,  Gaulhier-Villars)  (Fasc. 

6) 3 fr.  50. 

Etude  géologique  et  paléontologique  du  Carboni- 
fère inférieur  du  Maçonnais,  par  A.  Vaffier, 

II.  — DROIT 


docteur  en  médecine  et  docteur  ès  sciences, 
avec  11  figureset  12 planches  hors  texte(Lyoi), 
A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  J.-B.  Baillière  et 
fil  s)  (Fasc.  7) 8 fr.: 

Contributions  à l’Embryologie  des  Nématodes,  par 
A.  Conte,  docteur  es  sciences,  préparateur  de 
Zoologie  à rUnivei’sité  de  Lyon  (Lyon,  A.  Rey, 
éditeur.  — Paris,  J.-B.  Baillière  et  fils)  (Fasc. 
8) 5 fr. 

Contributions  à l’étude  des  larves  et  des  méta- 
morphoses des  diptères,  parC.  Yaney,  docteur 
ès  sciences,  agrégédes  sciences  naturelles,  chet 
des  travaux  de  Zoologie  à l'Université  de  Lyon 
(Lyon,  A.  Rey,  éditeur  — Paris,  J.-B.  Bail- 
liére  et  fils)  (Fasc.  9) 6 fr. 

Contribution  à l’étude  de  la  classe  des  Nymphéi- 
nées,  par  J. -B. -J.  Coiffeot,  do*  teur  es 
sciences  naturelles,  licencié  és  sciences  physi- 
ques, chef  des  Travaux  de  Botanique  à la 
Faculté  des  sciences,  sous-directeur  du  Jardin 
botanique  de  la  "Ville,  avec  214  figures  inter- 
calées dans  le  texte  (Lyon,  A.  Rey,  édileur. 
— Paris,  J.-B.  Baillière  et  fils)  (Fasc. 
10) , . 7 fr.  50 

Monographie  géologique  et  paléontologique  des 
Corbières  orientales,  par  Louis  Doncieux, 
docteur  ès  sciences,  Collaborateur  auxiliaire  au 
service  de  la  carte  géologique  de  France, 
avec  69  figures  dans  le  texte,  7 planches  hors 
texte  et  une  carte  géologique  (Lyon,  A.  Rey, 
éditeur.  — Paris,  J.-B.  Baillière  et  fils 
( Fasc.  11) 8 fr. 

Sur  la  décomposition  d’une  substitution  linéaire, 
réelle  et  orthogonale  en  un  produit  d’inver- 
sion. par  Léon  Autonne,  ingénieur  des  Ponts 
et  Chaussées,  maître  de  conférences  de  ma- 
thématiques à l'Université  de  Lyon  (Lyon, 
A.  Rev,  éditeur.  — Paris,  Gauthier-Villars) 

( Fasc  . 12) 6 fr. 

, LETTRES 


La  Question  des  Dix  Villes  impériales  d’Alsace, 

depuis  la  paix  de  Westphalie  jusqu’aux 
arrêts  de  « Réunions  » du  Conseil  souverain 
de  Brisach  (1648-1680),  par  Georges- Bardot, 
docteur  és  letlres,  professeur  au  Lycée  et 
chargé  de  conférences  à l'Université  de  Gre- 
noble (Lyon,  A.  Rey,  é 1 i leur.  — Paris, 
Alphonse  Picard  et  fils).  (Fascicule  Pre- 
mier)   7 fr.  50 

La  Représentation  des  Intérêts  dans  les  Corps 
élus,  par  Charles  François,  docteur  en  droit 
(Lyon,  A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  Arthur 

Rousseau).  (Fasc.  2) 8 fr. 

Recherches  sur  l’Origine  de  l’Idée  de  Dieu,  d’après 
le  Rig-Véda,  par  A.  Guérinot,  docteur  és 
lettres  (Lyon,  A.  Rey, éditeur.—  Paris,  Ernest 

Leroux).  (Fasc.  3) 7 fr.  50 

Onomasticon  Taciteum,  par  Pli.  Fabia,  profes- 
seur de  Philologie  classique  à la  Faculté  des 
Lettres  de  l'Université  de  Lyon  (Lyon,  A.  Rey, 
éditeur.  — Paris,  A.  Fontemoing.)  (Fasc. 

4) 15  fr. 

Ezéchiel  Spanheim.  — Relation  de  la  Cour  de 
France  en  1690,  nouvelle  édition,  étab'ie 
sur  les  manuscrits  originaux  de  Berlin, 
accompagnée  d'un  commentaire  critique, 
de  fac-similés,  et  suivie  de  la  Relation  de 
la  Cour  d’ Angleterre  en  1704,  par  le  même 
auteur,  publié  avec  un  index  analytique  par 
Emile  Bourgeois,  maître  de  conférences  à 
l’Ecole  Normale  supérieure,  professeur  à 
l’Ecole  libre  des  sciences  politiques  (Lyon, 


A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  A.  Picard  et  fils) 

(Fasc.  5) 40  fr. 

L’«  Agamemnon  » d’Eschyle,  texte,  traduction  et 
commentaires,  par  PaulREGNAUn,  professeur 
à l’Université  de  Lyon  (Lyon,  A.  Rey, éditeur. 
— Paris,  A.  Fontemoing).  (Fasc.  6)  6 fr. 

Histoire  de  l’Enseignement  secondaire  dans  le 
Rhône  de  1789  à 1900,  par  Chabot,  professeur 
de  science  de  l’éducation  à l’Université  de 
Lyon,  et  S.  Chari.éty,  maître  de  Conférences, 
à la  Faculté  des  Lettres  de  l'Université  de 
Lyon  (Lyon,  A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  A. 

Picard  et  fils)  (Fasc.  7) 6 fr. 

Notes  critiques  sur  quelques  Traductions  alle- 
mandes de  poèmes  français  au  moyen  âge, 
par  J.  Firmery,  professeur  de  Littérature 
étrangère  à l'Uni’  ersité  de  Lyon  (Lyon,  A. 
Rey,  éditeur.  — Paris,  A.  Fontemoing). 

(Fasc.  8) 5 fi’- 

Bibliographie  critique  de  l'Histoire  de  Lyon, 
depuis  les  origines  jusqu’à  1789,  par  Sébastien 
Charléty,  professeur-adjoint  à la  Faculté  des 
lettres  de  l’Université  de  Lyon  (Lyon,  A. 
Rey,  éditeur.  — Paris,  Alphonse  Picard  et 

fils)  (Fasc.  9) • 7fr.  50 

Au  musée  de  l'Acropole  d'Athènes.  — Études  sur 
la  sculpture  en  Attique  avant  la  ruine 
de  l'Acropole  lors  de  l'invasion  de  Xerxés , 
par  Henri  Léchât,  ancien  Membre  de  l'Ecole 
d'Athènes,  chargé  de  cours  à l’Université  de 
Lyon  (Lyon,  A.  Rey,  éditeur.  — Paris,  A- 
Fontemoing)  (Fasc.  10) 8 If- 
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